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Prefaci
Aquest treball sorgeix a partir del seminari de Teoria de Nombres de la
Universitat Auto`noma de Barcelona impartit el segon quatrimestre del curs
acade`mic 1995-1996 sota el t´ıtol:
Punts de grau d en corbes algebraiques.
El seminari es centra` en l’estudi de la finitud del conjunt de punts d’una
corba algebraica, definits sobre cossos de nombres de grau me´s petit o igual
que d. Per a d = 2, 3, es va demostrar que el problema anterior e´s equivalent
a determinar l’existe`ncia de morfismes de grau 2, 3 respectivament, de la
corba a la recta projectiva o a una corba el.l´ıptica.
El nostre treball consisteix en estudiar la finitud dels conjunts dels punts
quadra`tics (d = 2) a la famı´lia de les corbes modulars X0(N) i, per tant, en
determinar quins d’aquests X0(N) admeten un morfisme de grau 2 a la recta
projectiva o a una corba el.l´ıptica.
El primer cas fou resolt completament per Andrew Ogg ([30]). En quant al
segon cas, es coneixen fins ara llistes parcials de corbes biel.l´ıptiques com les
donades per Marc Hindry ([19]) per a N primer i les de Joan Carles Lario
per a 4 - N i 9 - N .
El treball que presentem tanca el problema plantejat i ofereix un estudi
aprofundit del grup d’automorfismes de X0(N) i a la vegada de certs aspectes
importants de les parametritzacions modulars.
Voldria agrair l’ajuda inestimable del director del treball de recerca, Sal-
vador Comalada i Clara, per les seves indicacions i ajudes. Igualment voldria
agrair al Departament de Matema`tiques de la Universitat Auto`noma de
Barcelona el seu suport te`cnic en la realitzacio´ d’aquest treball.
iii
Cap´ıtol 1
Introduccio´
Sigui X0(N) la corba modular corresponent al subgrup Γ0(N) del grup mo-
dular, definit per les matrius
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) amb N |c.
Andrew Ogg [30] va determinar que hi ha dinou valors de N pels quals la
corba modular X0(N) e´s hiperel.l´ıptica, e´s a dir, existeix un morfisme ϕ de
grau 2 a la recta projectiva:
ϕ : X0(N)→ P1
Aixo` te´ com a consequ¨e`ncia l’existe`ncia, per a aquests dinou valors de N ,
d’una involucio´ υ ∈ Aut(X0(N)) que e´s u´nica i tal que X0(N)/υ ∼= P1. El
resultats d’Ogg so´n els segu¨ents:
Teorema. N = 37 e´s l’u´nic cas en el que X0(N) e´s hiperel.l´ıptica amb una
involucio´ υ /∈ SL2(R).
Teorema. Hi ha exactament divuit valors de N , N 6= 37, tals que X0(N) e´s
hiperel.l´ıptica. Per a N = 40 i N = 48 la involucio´ hiperel.l´ıptica υ no e´s del
tipus Atkin-Lehner. La resta es llegeix a la segu¨ent taula:
N υ N υ
22 w11 35 w35
23 w23 39 w39
26 w26 41 w41
28 w7 46 w23
29 w29 47 w47
30 w15 50 w50
31 w31 59 w59
33 w11 71 w71
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El cas de N = 40 correspon a la involucio´ υ =
( −10 1
−120 10
)
= w5S2w8S2w8
(veure notacio´ cap´ıtol 3). El cas N = 48 correspon a la involucio´ υ =( −6 1
−48 6
)
= w3S2w16S2w16.
El nostre treball consisteix en determinar quan la corba modular X0(N)
e´s biel.l´ıptica, e´s a dir, hi ha un morfisme de grau dos a una corba el.l´ıptica.
Hem obtingut el segu¨ent resultat(ge`nere sempre superior o igual a 2):
Teorema. Hi ha exactament quaranta-un valors de N pels quals la corba
modular X0(N) e´s biel.l´ıptica. A me´s, X0(N) admet una involucio´ biel.l´ıptica
del tipus d’Atkin-Lehner a excepcio´ del cas X0(72) = X0(2
332). El llistat
d’aquests N , N 6= 72, e´s el segu¨ent:
22 26 28 30 33 34 35 37 38 39
40 42 43 44 45 48 50 51 53 54
55 56 60 61 62 63 64 65 69 75
79 81 83 89 92 94 95 101 119 131
Ens adonem del segu¨ent fet curio´s: per a la corba X0(72), podem escollir
les involucions w8, w9 d’Atkin-Lehner de la segu¨ent forma:
w8 =
1√
8
( −8 1
−72 8
)
w9 =
1
3
(
9 1
72 9
)
a on els coeficients de les matrius so´n particularment baixos. Aquest fet,
diem-ne excepcional, es produira` en general per a qualsevol X0(a
bcd) si i sols
si l’equacio´ diofantina ab − cd = 1 te´ solucio´. Davant d’aquesta situacio´ i del
resultat del teorema ens formulem la segu¨ent pregunta: Hi ha alguna possi-
ble relacio´ entre corbes biel.l´ıptiques del tipus X0(a
bcd) que no admeten cap
involucio´ biel.l´ıptica d’Atkin-Lehner i la resolucio´ de la equacio´ diofantina
ab − cd = 1, a, b, c, d nombres naturals amb b, d ≥ 2, a, c 6= 1?
Per a demostrar el teorema anterior s’utilitzen les te`cniques de reduccio´
mo`dul un primer p, p - N , per a reduir-nos a un nu´mero finit de casos,
que es van estudiant gra`cies al coneixement del grup Aut(X0(N)).
El treball conclou amb un plantejament del problema mitjanc¸ant parame-
tritzacions modulars i un petit ape`ndix a on s’ataca via les representacions
de les involucions en l’espai cotangent de X0(N).
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Cap´ıtol 2
Corbes hiperel.l´ıptiques i
biel.l´ıptiques
Considerem C una corba projectiva no singular (e´s a dir, completa) sobre un
cos k algebraicament tancat.
Definicio´ 2.1. Diem que la corba C e´s hiperel.l´ıptica si te´ un g12, e´s a dir, si
existeix un morfisme ϕ : C → P1 amb deg(ϕ) = 2.
Sigui φ : C → Jac(C) l’aplicacio´ natural i considerem l’objecte S2C =
C × C/S2 i l’aplicacio´
φ(2) : S2C → Jac(C)
que, donada a nivell de punts, consisteix en φ(2)(x1 + x2) = φ(x1) + φ(x2),
xi ∈ C i = 1, 2. Si fixem un punt U = α1 + α2 de S2C:
φ(2)
−1
(φ(2)(U)) = |U| = {divisors positius K(C)− equivalents a U} ⊂ S2C.
Si C e´s hiperel.l´ıptica aixo` implica l’existe`ncia de sistemes lineals de grau 2
no trivials i, per tant, l’aplicacio´
S2C → Imag(φ(2))
no e´s bijectiva.
Observem, pero`, que en aquest cas S2C conte´ la recta projectiva via
P1 → S2C
x 7→ ϕ−1(x)
Rec´ıprocament, si S2C conte´ una recta projectiva llavors C e´s una corba
hiperel.l´ıptica, del fet que el P1 va a un punt en Jac(C), es a dir, do´na sis-
temes de grau 2 no trivials (φ(2) no e´s injectiva).
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Anotem tot seguit alguns resultats sobre corbes hiperel.l´ıptiques, tot obser-
vant que si C e´s hiperel.l´ıptica existeix una involucio´ υ ∈ Aut(C) anomenada
involucio´ hiperel.l´ıptica complint ϕ = ϕ ◦ υ.
Proposicio´ 2.2. La projectivitzacio´ ϕ′ : C → Pg−1 donada per |KC |, el
divisor cano`nic de C, e´s una immersio´ (e´s a dir e´s injectiva i la diferencial
tambe´) si i nome´s si C no e´s hiperel.l´ıptica.
Proposicio´ 2.3. Considerem car(k) = 0. La involucio´ υ que fa la corba C
hiperel.l´ıptica e´s u´nica. A me´s, si C e´s una superf´ıcie de Riemann, e´s del
centre del grup d’automorfismes de C.
Com a consequ¨e`ncia immediata del Teorema de Riemann-Roch tenim:
Proposicio´ 2.4. Sigui C una corba no singular sobre un cos k amb car(k) =
0. Llavors C e´s hiperel.l´ıptica si i nome´s si te´ una involucio´ amb 2g+2 punts
fixos, on g denota el ge`nere de C.
Proposicio´ 2.5. En la situacio´ de la proposicio´ anterior, si υ e´s la involucio´
hiperel.l´ıptica, l’aplicacio´ que defineix en les diferencials regulars actua com
-1. Aquesta propietat caracteritza el fet que C sigui hiperel.l´ıptica.
Fins ara C denotava una corba no singular definida igual que l’aplicacio´
ϕ sobre un cos k algebraicament tancat; volem, pero`, fer un estudi aritme`tic
de la propietat que una corba sigui hiperel.l´ıptica, e´s a dir, si C denota una
corba hiperel.l´ıptica definida sobre K complint K ⊂ k cal preguntar-se si ϕ
esta` definit sobre K.
Proposicio´ 2.6. Si C hiperel.l´ıptica esta` definida sobre un cos K de ge`nere
me´s gran o igual que dos, llavors C e´s hiperel.l´ıptica sobre K; e´s a dir
ϕ : C → P1
de grau 2 tot definit sobre K.
Demostracio´. Sigui pi : C → P1 morfisme de grau 2; llavors per a cada
δ ∈ Gal(K|K) obtenim un morfisme tambe´ de grau 2; piδ : C → P1.Pel fet
de tenir C ge`nere superior a 1 s’obte´ que pi i piδ difereixen en un element
ξδ ∈ Aut(P1) = PGL2(K): piδ = ξδ ◦ pi. Constru¨ım una aplicacio´:
ξ : Gal(K|K)→ PGL2(K)
δ 7→ ξδ
Donats σ, δ ∈ Gal(K|K) es te´ que ξσδ = ξδσ◦ξδ i, per tant, aixo` ens do´na un co-
cicle en H1(Gal(K|K),PGL2(K)). Del fet que H1(Gal(K|K),PGLn(K)) =
4
0 (generalitzacio´ del teorema 90 de Hilbert) podem escriure ξσ = ϕ
σ
1 ◦ ϕ−11
amb ϕ1 ∈ Aut(P1). Finalment l’aplicacio´
ϕ = ϕ−11 ◦ pi : C → P1
esta` definida sobre K.
Anem a analitzar la situacio´ quan a S2C hi tenim una corba el.l´ıptica.
Definicio´ 2.7. Diem que C e´s una corba biel.l´ıptica si existeix una aplicacio´
ϕ : C → E amb deg(ϕ) = 2 on E denota una corba el.l´ıptica.
Observem que, igual que en el cas hiperel.l´ıptic, si C e´s biel.l´ıptica l’aplica-
cio´ ϕ defineix una involucio´ υ ∈ Aut(C) que anomenarem involucio´ biel-
l´ıptica. Ara, pero`, aquesta involucio´ no e´s necessa`riament u´nica ni te´ perque`
perta`nyer al centre de Aut(C).
Proposicio´ 2.8. Si C|k (car(k) = 0) e´s una corba no singular que e´s biel-
l´ıptica, llavors la involucio´ biel.l´ıptica te´ 2g − 2 punts fixos.
E´s clar que si C e´s una corba biel.l´ıptica llavors S2C conte´ una corba
el.l´ıptica. Anem a veure un resultat en la direccio´ rec´ıproca.
Teorema 2.9 (Harris-Silverman,[18]). Si C1 e´s una corba biel.l´ıptica, i si
C1 → C e´s una aplicacio´ finita, llavors tenim que C e´s biel.l´ıptica o hiperel-
l´ıptica.
Demostracio´. (sketch) Denotem per α : C1 → C l’aplicacio´ de grau finit
entre C1 i C i per ϕ : C1 → E amb deg(ϕ) = 2. Sense pe`rdua de generalitat
podem suposar que el ge`nere(C) ≥ 3. Considerem V , l’espai de les dife-
rencials regulars de C1 a on la involucio´ donada per ϕ hi actua com a -1; i
considerem W = α∗(−1)(V ) dins les diferencials regulars de C; es prova que
W te´ codimensio´ 1 respecte de tot l’espai de diferencials regulars de C del
fet segu¨ent:
Teorema. Si υ e´s una involucio´ biel.l´ıptica d’una corba de ge`nere g definida
sobre k amb car(k) = 0, llavors υ actua a les diferencials regulars com a -1,
llevat d’un subespai 1-dimensional.
Considerem llavors l’aplicacio´ donada pel sistema linealW ; anomenem-la
ϕW .
ϕM : C → Pdimk(W )−1
i denotem B = ϕM(C). Es prova que B no e´s birracionalment equivalent a
la corba C (del fet que C1 era biel.l´ıptica). Si dimk(W ) = g aleshores W e´s
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l’espai de totes les diferencials regulars i, per la proposicio´ 2.2, C e´s hiperel-
l´ıptica. Per tant considerem dimk(W ) = g − 1 i ϕM : C → Pg−2. Com que
ϕM no e´s birracional entre C i B, la corba E es troba dins del producte fibrat
sime`tric C ∗B C = C×BC\∆σ (que es defineix com la unio´ de les components
irreductibles del producte ordinari, traient la diagonal, mo`dul la involucio´
que permuta els factors):
E → C ∗B C
e 7→ (ϕM(e1), ϕM(e2))
on ϕ(ei) = e. Pensant B dins de C ∗B C tenim una aplicacio´ no constant de
E → B i, per tant, B te´ ge`nere 0 o 1.
Si deg(ϕM) = 2 s’acaba: B e´s la corba el.l´ıptica o recta projectiva buscada.
Utilitzant el fet que tota corba irreductible no degenerada de Pg−2 te´ com a
mı´nim grau g − 2 obtenim:
2g − 2 ≥ deg(ϕM)(g − 2)
i de g ≥ 3 tenim que deg(ϕM) ≤ 4 (Observem que si g ≥ 5 l’anterior
construccio´ ens do´na directament el resultat). El cas deg(ϕM) = 3 no es pot
donar ja que tindria com a consequ¨e`ncia que C ∗B C e´s isomorf a C, pero`
C te´ ge`nere superior a 2. Pel cas de grau igual a 4 cal veure ϕM : C → B
com a un recobriment i considerar-ne el grup de monodromia G, que sera` un
subgrup de S4 i examinar totes les possibilitats per a G. En alguns casos es
construeix la involucio´ i els altres casos es veu que no es poden donar per
comparacio´ de ge`neres i l’estudi de ramificacions.
Teorema 2.10 (Harris-Silverman). Sigui C una corba projectiva llisa o
no singular. Si el producte sime`tric S2C conte´ una corba de ge`nere 1, llavors
C e´s biel.l´ıptica o hiperel.l´ıptica.
Demostracio´. Sigui E la normalitzada de la corba que conte´ S2C i sigui
i : E → S2C l’aplicacio´ natural. Denotem per pi : C2 → S2C la projeccio´
i per C2 = pi
∗(i∗(E)) ∈ Div(C2) el pullback del divisor i(E) dins S2C via
pi. Llavors tenim una aplicacio´ racional de C2 → E de grau 2, i pel fet
de ser pi finita, cada component de C2 s’aplica exhaustivament a E. Per
aquestes consideracions tenim que C2 e´s irreductible; ja que si no ho fos, tota
component C21 tindria ge`nere 1, d’on C
2 tindria corbes de ge`nere 1, pero`
aixo` e´s impossible ja que el ge`nere de C e´s com a mı´nim 2. Denotem per C2
la normalitzacio´ de C2 i j : C2 → C2 l’aplicacio´ natural. Tenim el segu¨ent
diagrama commutatiu:
C2 → C2
ϕ ↓ ↓ pi
E → C(2)
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on deg(ϕ) = deg(pi) = 2 i C2 e´s biel.l´ıptica. Anem doncs a aplicar el teorema
anterior, on ara C2 fa el paper de C1 en la notacio´ del teorema. Considerem
per aixo` les aplicacions γi = pi ◦ j, on pi so´n les projeccions de C2 a C
(i = 1, 2);
γi : C2 → C
Nome´s cal veure que no so´n constants i aplicar directament el teorema 2.9.
Per aixo` observem que si en C2 denotem per σ l’aplicacio´: σ(x, y) = (y, x),
aleshores σ(j(C2)) = j(C2); d’aqu´ı
γ1(C2) = γ2(C2)
Com que j no e´s constant, p1◦j i p2◦j tampoc ho so´n perque` C2 e´s irreductible
i les aplicacions pi|C2 no so´n constants.
Quan la corba C te´ ge`nere superior o igual a 9 tenim un resultat totalment
ana`leg al del cas hiperel.l´ıptic:
Teorema 2.11 (Harris-Silverman). En la notacio´ i hipo`tesis del teorema
anterior i si el ge`nere de C e´s me´s gran o igual que 9 llavors C e´s biel.l´ıptica.
Per una prova podeu consultar [18] pag 351. Fins ara hem tractat les
corbes biel.l´ıptiques de forma totalment algebraica, pensades com a corbes
definides sobre un cos k algebraicament tancat. Anem a fer un petit estudi
sobre el seu comportament aritme`tic.
Teorema 2.12 (Harris-Silverman). Suposem que C sigui una corba biel-
l´ıptica de ge`nere me´s gran o igual que 6 i definida sobre K. Llavors existeix
una corba el.l´ıptica E definida sobre K i una aplicacio´ ϕ : C → E de grau 2
tambe´ definida sobre K. E´s a dir, la propietat de ser corba biel.l´ıptica baixa
sobre cossos de definicio´ si el ge`nere de C e´s prou gran.
Demostracio´. Com que C e´s biel.l´ıptica existeix una corba el.l´ıptica E ′ defini-
da sobre K i una aplicacio´ ϕ′ : C → E ′ de grau 2 definida sobre K. Anem
a utilitzar cohomologia galoisiana per a baixar-ho. Considerem per a cada
δ ∈ Gal(K/K) l’aplicacio´ ϕ′δ : C → E ′δ tambe´ de grau 2 i el producte:
ϕ′ × ϕ′δ : C → E ′ × E ′δ
i denotem per E ′′ = ϕ′ × ϕ′δ(C) la imatge. Si C fos birracional amb E ′′
utilitzant [5] VIII.C-1:
ge`nere(C) ≤ (deg(ϕ′)− 1)(deg(ϕ′δ − 1) + (deg(ϕ′))(ge`nere(E)) + (deg(ϕ′δ))(ge`nere(E′δ)) = 5
7
Per tant, podem suposar que C no e´s birracional amb E ′′. Considerem la
composicio´ segu¨ent:
C
ϕ′×ϕ′δ−→ E ′′ proj1−→ E ′
Com que proj1◦(ϕ′×ϕ′δ) = ϕ′ que te´ grau 2, E ′′ e´s birracionalment equivalent
a E ′. De manera semblant, considerant proj2 enlloc de proj1 tenim E ′′
birracionalment equivalent a E ′δ. Per tant, per a tot δ ∈ Gal(K/K), E ′ ∼=
E ′δ, i aix´ı E ′ e´s isomorfa sobre K a una corba el.l´ıptica E1 definida sobre K.
Canviant E ′ per aquesta nova corba E1 i canviant ϕ′ per ϕ1, tambe´ de grau
2, obtenim
ϕ1 : C → E1
amb C i E1 definits sobre K. Anem a construir un morfisme de grau 2 de
C a una corba el.l´ıptica definit sobre K. Per aixo` per cada δ ∈ Gal(K/K)
considerem ϕδ1 : C → E1. Tenim el segu¨ent diagrama commutatiu:
C
ϕ1 × ϕ1δ(C)E1 E1
?ff -
¡
¡
¡
¡ª
@
@
@
@R
egal(δ)
p2 p1
ϕ1ϕδ1
Observem que obtenim una aplicacio´
egal : Gal(K/K)→ Aut(E1)
( on Aut(E1) denota el que alguns llibres denotem per Isom(E1). No estem
exigint que el 0 vagi al 0) que compleix que ϕδ1 = egal(δ) ◦ ϕ per a tot
δ ∈ Gal(K/K). Es satisfa`, a me´s, el segu¨ent diagrama commutatiu:
C
E1E1 E1
?
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢®
A
A
A
A
A
A
A
A
AU
ff ffegal(δ)egal(δ)
σ
ϕδσ ϕ
ϕδ
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d’on obtenim que egal ens defineix un 1-cocicle i, per tant, un element
de H1(Gal(K/K), Aut(E1)). Recordem el segu¨ent resultat sobre twists de
corbes el.l´ıptiques:
Teorema. Sigui B|K una corba el.l´ıptica. Per a cada twist B′|K de B|K
elegim un isomorfisme φ : B′ → B i definim l’aplicacio´ ξδ = φδ ◦ φ−1 ∈
Isom(B)
1. ξ e´s un 1-cocicle. Denotem per {ξ} la corresponent classe de cohomolo-
gia a H1(Gal(K/K), Isom(E))
2. La classe de cohomologia {ξ} ve determinada per la classe de K −
isomorfisme de B′, independentment de l’eleccio´ de φ. Obtenim una
aplicacio´ natural:
Twists(B|K)→ H1(Gal(K/K), Isom(E))
3. L’aplicacio´ definida en l’apartat anterior e´s una bijeccio´, e´s a dir, els
twists de B|K, llevat de K − isomorfisme, estan en corresponde`ncia
bijectiva amb els elements de H1(Gal(K/K), Isom(B)).
Per a una prova de l’anterior resultat un pot consultar [35] cap.12 §2.
En la nostra situacio´, al nostre egal li correspon un twist de E1 i, per tant,
una corba el.l´ıptica E definida sobre K i un isomorfisme definit sobre K,
λ : E → E1 tal que egal(δ) = λδ ◦ λ−1 per a tot δ ∈ Gal(K/K). Considerem
la composicio´ ϕ = λ−1 ◦ϕ1 : C → E. ϕ e´s una aplicacio´ de grau 2 i observem
que
(λ−1 ◦ ϕ1)δ = (λ−1)δ ◦ egal(δ) ◦ ϕ1 = (λ−1)δ ◦ λδ ◦ λ−1 ◦ ϕ1
i per tant obtenim ϕ : C → E tot definit sobreK, tal i com vol´ıem demostrar.
Si C e´s una corba complexa no singular i projectiva (e´s a dir completa), anem
a preguntar-nos sobre els seus punts Q-racionals, o millor, els seus punts K-
racionals, on K e´s un cos de nombres. Observem, e´s clar, que #C(Q) =∞.
Teorema 2.13 (Faltings). Si el ge`nere de C e´s mes gran o igual que 2 i
K e´s un cos de nombres, llavors el nombre de punts K-racionals e´s finit.
Per una prova podeu consultar [15].
Per tant, fixat un cos de nombres L sempre el conjunt dels punts L-racionals
e´s finit per una corba llisa C definida sobre un cos de nombres K. Ens
plantegem la segu¨ent qu¨estio´: fixem un natural d i considerem el conjunt:
Γd(C,L) = {P ∈ C(F )|[F : L] ≤ d}
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on F recorre totes les possibles extensions de grau inferior a d respecte del
cos L. Anem a estudiar com e´s #Γd(C,L).
Teorema 2.14 (Abramovich-Harris). Sigui C corba llisa definida sobre
K. Pel cas d = 2, 3 i d = 4 amb ge`nere de C diferent de 7, es te´:
#Γd(C,L) = ∞ per alguna extensio´ L|K finita si i nome´s si C admet un
morfisme f : C → P1 o f : C → E amb deg(f) ≤ d.
Per la prova de l’anterior resultat podeu consultar [1].
No obstant anem a explicitar un xic l’anterior resultat per a d = 2. Per a la
prova caldra` utilitzar el celebrat resultat de Faltings
Teorema (Faltings). Sigui X una subvarietat d’una varietat abeliana defi-
nida sobre un cos de nombres K, aleshores existeix un numero finit de punts
racionals Pi ∈ K i subvarietats abelianes Bi ⊂ A tal que X(K) = ∪Pi +
Bi(K).
Per a una prova de l’anterior resultat veieu [12].
Demostracio´. (Cas d=2). Veiem que #Γ2(C,L) = ∞ per a tota extensio´
finita de K ⇐⇒ C e´s hiperel.l´ıptica o biel.l´ıptica.
⇐) Es obvi si C e´s hiperel.l´ıptica. En el cas de ser biel.l´ıptica sols cal observar
que per a E|L existeix una extensio´ finita L′ on #E(L′) =∞.
⇒) Si C no e´s ni hiperel.l´ıptica ni biel.l´ıptica veurem que #Γ2(C,L) < ∞
per a tota extensio´ finita L de K. Fixem un L. Si Γ2(C,L) = ∅ ja estem; en
cas contrari, sigui P ∈ Γ2(C,L) i sigui P ′ el conjugat respecte de la extensio´
L|L. Definim
φ(2) : S2C → Jac(C)
q1 + q2 7→ [q1 + q2 − P − P ′]
Per ser C no hiperel.l´ıptica φ(2) e´s injectiva , a me´s, l’aplicacio´ esta` definida
sobre L. Pel teorema de Faltings tenim que W2(L) = Im(φ
(2))(L) es pot
escriure com
W2(L) = ∪Pi +Bi(L)
on les Bi so´n subvarietats abelianes de dimensio´ menor o igual a 1; pero` com
que C no e´s biel.l´ıptica ni hiperel.l´ıptica, S2C no conte´ ni corbes el.l´ıptiques
ni rectes projectives. Aix´ı de S2C ∼= W2 tenim Bi(L) = ∅ i #W2(L) < ∞.
Aleshores podem definir l’aplicacio´:
Γ2(C,L)→ S2C(L)
P 7→ P + P ′
que e´s 2 a 1, com a molt, i, per tant, obtenim que #Γ2(C,L) <∞.
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Quan el ge`nere de C e´s me´s gran o igual a 6, utilitzant els resultats aritme`tics
obtenim que
#Γ2(C,L) < ∞ per a tota extensio´ ⇐⇒ C no e´s ni hiperel.l´ıptica ni biel-
l´ıptica sobre K.
L’anterior resultat ens diu que el nombre de punts quadra`tics sempre e´s finit
per a tota corba ni hiperel.l´ıptica ni biel.l´ıptica.
Nota 2.15. En la prova de l’anterior teorema d’Abramovich-Harris, de l’arti-
cle [1], es prova que si el ge`nere de C e´s ≥ 3 llavors, si W2(C) conte´ una
corba el.l´ıptica definida sobre L i C no e´s hiperel.l´ıptica, es pot definir un
morfisme de grau 2 sobre L entre C i la corba el.l´ıptica de W2(C).
Tenim utilitzant l’anterior nota la segu¨ent versio´ me´s aritme`tica:
Proposicio´ 2.16. Sigui C llisa definida sobre K de ge`nere ≥ 3. Llavors
#Γ2(C,K) =∞ si i nome´s si C e´s hiperel.l´ıptica o biel.l´ıptica sobre K a una
corba el.l´ıptica E amb rankK(E) > 0.
Demostracio´. ⇐) obvi.⇒) Raonant igual que en la prova anterior obtenim
una corba el.l´ıptica en W2(K) amb rankK(E) > 0 i aix´ı un morfisme de grau
2 a 1, de C a E, tot definit sobre K.
Podem aplicar els anteriors resultats a les corbes modulars XΓ, on Γ e´s un
grup fuchsia` de primera espe`cie. Sigui K el cos de definicio´ d’aquest Γ.
Llavors
Corol.lari 2.17. Si XΓ no e´s ni biel.l´ıptica ni hiperel.l´ıptica #Γ2(XΓ, L) <
∞, per a tota L extensio´ algebraica finita de K.
A me´s, si XΓ e´s biel.l´ıptica a una corba el.l´ıptica E amb rankL(E) = 0, on L
e´s una extensio´ finita de K, s’obte´ tambe´ que #Γ2(XΓ, L) <∞.
En particular, quan Γ = Γ0(N) podem prendre K = Q.
Demostracio´. Sols cal fer notar que pels grups modulars es donen models
definits sobre un cos K que esta` caracteritzat en [37] i en el cas particu-
lar indicat es comprova que e´s Q (consultar el cap´ıtol 7 §3 de l’esmentada
refere`ncia).
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Cap´ıtol 3
El grup d’automorfismes de
X0(N)
3.1 El normalitzador de Γ0(N)
El fet d’interessar-nos en l’estudi del normalitzador de Γ0(N) en SL2(R) e´s
degut a que si γ ∈ SL2(R) hi pertany llavors
γβ1τ = β2γτ
on β1, β2 ∈ Γ0(N) i, per tant, ens defineix un element de Aut(Y0(N)) on
Y0(N) = H/Γ0(N), que s’este´n de manera u´nica a un element de Aut(X0(N)),
per l’accio´ a les puntes de X0(N).
Denotarem per Norm(Γ0(N)) el normalitzador de Γ0(N) en SL2(R).
El teorema principal d’aquesta seccio´ e´s el segu¨ent:
Teorema 3.1.1 (Newman). Considerem N = σ2q amb q lliure de quadrats,
σ, q ∈ N. Sigui υ := υ(N) = (σ, ²), on ² = mcd(a−d) i a, d so´n enters recor-
rent el conjunt
(
a b
Nc d
)
∈ Γ0(N). Aleshores,
M ∈ Norm(Γ0(N)) si i nome´s si M e´s de la segu¨ent forma:
√
δ
(
r∆ u
υδ∆
sN
υδ∆
l∆
)
amb r, u, s, l ∈ Z i δ|q, ∆|σ
υ
.
Anem a demostrar l’anterior resultat; per aixo` necessitem alguns previs.
Es demostra en [28] que si H ≤ SL2(Z) que compleix Γ0(N) ≤ H llavors
H = Γ0(M) amb M |N . Aixo` prova:
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Lema 3.1.2. El normalitzador de Γ0(N) en SL2(Z) e´s Γ0(N/Ψ).
Anem a fer un estudi del valor de Ψ.
Lema 3.1.3.
Ψ = υ(N) = 2µ3w
amb µ = min(3, [1
2
υ2(N)]) i w = min(1, [
1
2
υ3(N)]).
Demostracio´. Denotem W =
(
1 0
1 1
)
i T =
(
1 1
0 1
)
, com que W
N
Ψ ∈
Γ0(
N
Ψ
) tenim que W−
N
Ψ TW
N
Ψ ∈ Γ0(N), d’on NσΨ ≡ 0(mod q) i, per tant, Ψ|σ.
Veiem tot seguit que υ = υ(N)|Ψ. Efectivament, si denotem un element
arbitrari de Γ0(N) per A =
(
a b
Nc d
)
es prova que W−
N
υ(N)AW
N
υ(N) ∈
Γ0(N) i aix´ı υ(N)|Ψ. Tot seguit observem que, triant en A c = 1 i d = k
amb (k,N) = 1, de W−
N
ΨAW
N
Ψ ∈ Γ0(N) s’obte´ que Ψ|(k2 − 1) i d’aqu´ı es
dedueix fa`cilment que Ψ|2µ3. En efecte, per a N senar prenem k = 2 i per
a N parell posem N = 2υ2(N)N1, triem λ tal que λN1 ≡ −1(mod 2υ2(N)) i
prenem k = λN1 − 2.
Finalment un senzill argument utilitzant valoracions ens permet provar que
Ψ = υ(N) = 2µ3ω. Per exemple, quan N ≡ 0(mod 9), 3|σ per a A ∈ Γ0(N)
tenim ad ≡ 1(mod 3) on 3|(d − a) i, per tant, 3|Ψ. Els altres casos es
desenvolupen de manera semblant.
Anem a demostrar el teorema.
Demostracio´. [Teorema] Denotem per M =
(
α β
γ ι
)
un element del nor-
malitzador. Llavors MTM−1 =
(
1− αγ α2
−γ2 1 + αγ
)
∈ Γ0(N) i
M
(
1 0
N 1
)
M−1 =
(
1 +Nβι −Nβ2
Nι2 1−Nβι
)
Veiem que podem escriure M =
√
δ
(
R U
δσ
Sσq
δ
V
)
, on recordem que δ|q i
det(M) = 1. Per a veure aixo` utilitzem les expressions anteriors que permeten
posar α, β, ι, γ de la segu¨ent manera: α = u
√
q
Ω′ ; β =
u
σ
√
q
t′ ; ι = s
√
q
t′ i
γ = σqv
√
Ω′
q
. De det(M) = 1 obtenim que t′ = Ω′ i utilitzant, a me´s, que
α2 ∈ Z i ι2 ∈ Z i que det(M) = 1 obtenim que t′|q d’on s’obte´ el resultat.
Tot seguit observem el segu¨ent:
M e´s del normalitzador si i nome´s si ∀A ∈ Γ0(N): MAM−1 ∈ Γ0(N), e´s a
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dir, si i nome´s si (a− d)RU ≡ (a− d)SV ≡ 0(mod σ) ∀A ∈ Γ0(N). Llavors
notant ² = mcd(a− d) tenim RU ≡ SV ≡ 0(mod σ
υ
) i d’aqu´ı podem escriure
R = r∆, V = l∆, amb r, l ∈ Z i ∆ tal que ∆|σ
υ
. Aix´ı podem escriure
SN
σδ
= sN
δυ∆
i U
δσ
= u
δ∆υ
on s, u ∈ Z i obtenim la fo´rmula per a la matriu M
com en l’enunciat del teorema.
Anem tot seguit a caracteritzar el normalitzador anterior com a grup mit-
janc¸ant generadors i relacions, e´s a dir, anem a estudiar el grup quocient
Norm(Γ0(N))/Γ0(N).
Abans, pero` observem que si M ∈ Norm(Γ0(N)) i ϑM e´s l’element dins
Aut(X0(N)) que defineix, llavors rM , amb r ∈ R, defineix el mateix au-
tomorfisme. Per tant, el que ens interessa estudiar e´s el normalitzador en
PGL+2 (R) que e´s el mateix que el PGL+2 (Q) pel fet de ser Q dens en R;
i e´s clar que aquest normalitzador mo`dul constant coincideix amb el de
SL2(R). Anem doncs a definir els elements que generen les classes laterals
(Norm(Γ0(N)) : Γ0(N)) i a fer un comentari sobre la seva estructura.
Definicio´ 3.1.4. Fixem N . Per a cada divisor m′ de N amb (m′, N/m′) = 1
es defineix la involucio´ d’Atkin-Lehner wm′ com:
wm′ =
(
m′a b
Nc m′d
)
on m′ad − N
m′ bc = 1. (Igualment anomenarem involucio´ d’Atkin-Lehner a
tota matriu que sigui escalar a la anterior ja que defineix el mateix element
en Aut(X0(N))).
Anem a veure que les involucions d’Atkin-Lehner generen tot el grup
Norm(Γ0(N))/Γ0(N) pel cas de υ(N) = 1, e´s a dir, pel cas que 4 - N i 9 - N .
En efecte, sigui M ∈ Norm(Γ0(N)) i posem M = 1√δ
(
δr∆ u
∆
sN
∆
v∆δ
)
=
1
∆
√
δ
(
δr∆2 u
sN vδ∆2
)
. Observem que si (δ∆2, N
δ∆2
) = 1, M e´s la involucio´
d’Atkin-Lehner wδ∆2 ; pero` e´s clar que (δ∆
2, N
δ∆2
) = 1 per tenir M deter-
minant 1. Per tant, obtenim que tot element del normalitzador es corres-
pon amb una involucio´ d’Atkin-Lehner. E´s senzill de comprovar que aques-
tes involucions d’Atkin-Lehner commuten entre elles i wm′wm′′ = wm′m′′ (si
(m′,m′′) = 1). Aix´ı pel cas υ(N) = 1:
Norm(Γ0(N))/Γ0(N) ∼=
pi(N)∏
i=1
Z/2Z
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on pi(N) = {#primers complint p|N}.
Pel cas de υ(N) > 1 apareixen nous elements en Norm(Γ0(N)) del fet que
υ(N) divideix alguns coeficients de M . Anem a explicitar-ne alguns de con-
crets.
Definicio´ 3.1.5. Definim Sυ′ =
(
1 1
υ′
0 1
)
A la literatura s’hi troba la segu¨ent caracteritzacio´ del grup quocient
Norm(Γ0(N))/Γ0(N), que s’enuncia sense cap prova.
Teorema 3.1.6 (Atkin-Lehner,[4],pag158). El normalitzador de Γ0(N)
en PGL+2 (R) e´s el producte directe dels grups segu¨ents:
1. {wq} per cada q primer, q ≥ 5 q | N .
2. (a) Si υ3(N) = 0, {1}
(b) Si υ3(N) = 1, {w3}
(c) Si υ3(N) = 2, {w9, S3}; complint w29 = S33 = (w9S3)3 = 1 (factor
d’ordre 12)
(d) Si υ3(N) ≥ 3; {w3υ3(N) , S3}; on w23υ3(N) = S33 = 1 i w3υ3(N)S3w3υ3(N)
commuta amb S3 (factor del grup amb 18 elements)
3. Sigui λ = υ2(N) i µ = min(3, [
λ
2
]) i denotem per υ′′ = 2µ llavors es te´:
(a) Si λ = 0 ; {1}
(b) Si λ = 1; {w2}
(c) Si λ = 2µ; {w2υ2(N) , Sυ′′} amb les relacions w22υ2(N) = Sυ
′′
υ′′ =
(w2υ2(N)Sυ′′)
3 = 1, d’on te´ ordres 6,24, i 96 per a υ = 2, 4, 8 respec-
tivament. (Cal fer notar que pel cas 8 les relacions no defineixen
totalment aquest factor del grup).
(d) Si λ > 2µ; { w2υ2(N) , Sυ′′}; w22υ2(N) = Sυ
′′
υ′′ = 1. A me´s, Sυ′′ com-
muta amb w2υ2(N)Sυ′′w2υ2(N) (factor del grup amb ordre 2υ
′′2).
Teorema 3.1.7. L’anterior enunciat d’Atkin-Lehner e´s fals en general.
Demostracio´. Considerem la corba modularX0(48) i suposem veritat l’anterior
resultat. Aix´ı obtenim que Norm(Γ0(48))/Γ0(48) ∼= Z/2 × S4. Com que
Z(S4)) = 1 (centre de S4), X0(48) e´s una corba hiperel.l´ıptica i la involucio´
hiperel.l´ıptica es troba en el seu centre, aquesta hauria de ser del tipus
d’Atkin-Lehner, pero` precisament a [30] es veu que la involucio´ hiperel.l´ıptica
no e´s del tipus d’Atkin-Lehner.
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El problema en X0(48) recau en el fet que la involucio´ w3 no commuta amb
l’automorfisme S4 i, per tant, el producte no pot ser directe.
Pregunta 3.1.8. E´s cert el teorema d’Atkin-Lehner sota la hipo`tesi ad-
dicional que les involucions d’Atkin-Lehner wpυp(N) commutin amb S3, si
(p, 3) = 1, i amb S2υ′′ si (p, 2) = 1 , sempre i quan S3 i S2υ′′ tinguin sentit?
Hem vist que l’anterior resposta e´s afirmativa quan no tenim automor-
fismes de la forma Sv′ per algun v
′. E´s el cas del producte de les involucions
d’Atkin-Lehner. Anem a estudiar-ho en certs casos particulars que ens seran
de gran intere`s. En aquests casos la resposta a la pregunta e´s afirmativa.
Lema 3.1.9. Si 4|N llavors la involucio´ S2 commuta amb totes les involu-
cions d’Atkin-Lehner wm amb (m, 2) = 1 i amb tots el altres Si.
Demostracio´. Sol cal observar que si denotem per wm =
1√
m
(
mk 1
Nt m
)
s’obte´ que
wmS2wmS2 =
(
2mk2+2Nt+mkNt
2m
(2+2m)(2m+2mk+Nt)
4m
Nt(2m+2mk+Nt)
2m
m+Nt+ Nt
m
+ kNt
2
+ Nt
2
4m
)
De (m, 2) = 1 i 4|N veiem que l’anterior expressio´ e´s de Γ0(N).
3.1.1 Un estudi per a υ(N) = 2
Al llarg d’aquesta subseccio´ considerarem N de la forma N = 2υ2(N)
∏
pnii ,
pi primers diferents, amb υ(N) = 2, e´s a dir υ2(N) ≤ 3, i υ3(N) ≤ 1.
Proposicio´ 3.1.10. Sigui N = 2υ2(N)
∏
i p
ni
i amb pi primers diferents, amb
υ2(N) ≤ 3 i υ3(N) ≤ 1. Llavors el teorema 3.1.6 e´s correcte.
Anem a provar l’anterior resultat.
Lema 3.1.11. Sigui u ∈ Norm(Γ0(N)) i escrivim-lo:
u =
1√
δ∆2
(
∆2δr u
2
sN
2
l∆2δ
)
d’acord amb les notacions del teorema 3.1.1(Newman)
Llavors:
si (δ, 2) = 1,
w∆2δu =
(
r′ u
′
2
s′N
2
v′
)
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i si (δ, 2) = 2 llavors s’obte´
w∆2 δ
2
u =
1√
2
(
2r′′ u
′′
2
s′′N
2
2v′′
)
La prova e´s una simple comprovacio´. Anem doncs a estudiar com so´n
tots els elements diferents del tipus
a(r′, u′, s′, v′) =
(
r′ u
′
2
s′N
2
v′
)
b(r′′, u′′, s′′, v′′) =
1√
2
(
2r′′ u
′′
2
s′′N
2
2v′′
)
.
Notem que b u´nicament es dona si N ≡ 0(8).
Lema 3.1.12. Pel cas N ≡ 4(mod 8) tots els elements del normalitzador que
so´n del tipus a(r′, u′, s′, v′) corresponen a algun element del grup {S2, w4|S22 =
w24 = (w4S2)
3 = 1} (grup amb 6 elements).
Demostracio´. Es despre`n directament de les segu¨ents igualtats:
a(r′, u′, s′, v′) ∈ Γ0(N)⇔ s′ ≡ u′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)S2 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ u′ ≡ 1 s′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)w4 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ 0 u′ ≡ s′ ≡ 1(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)w4S2 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ u′ ≡ s′ ≡ 1 v′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)S2w4 ∈ Γ0(N)⇔ v′ ≡ u′ ≡ s′ ≡ 1 r′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)S2w4S2 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ s′ ≡ 1 u′ ≡ 0(mod 2)
Lema 3.1.13. Sigui N amb υ2(N) = 3. Llavors tots els elements de la
forma a(r′, u′, s′, v′) i b(r′′, u′′, s′′, v′′) corresponen a algun element del grup
de 8 elements
{S2, w8|S22 = w28 = 1, S2w8S2w8 = w8S2w8S2}
Demostracio´. Directament de les segu¨ents igualtats:
a(r′, u′, s′, v′) ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ 1, u′ ≡ s′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)S2 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ u′ ≡ 1, s′ ≡ 0(mod 2)
17
a(r′, u′, s′, v′)w8S2w8 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ s′ ≡ 1, u′ ≡ 0(mod 2)
a(r′, u′, s′, v′)S2w8S2w8 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ s′ ≡ v′ ≡ 1(mod 2)
b(r′′, u′′, s′′, v′′)w8 ∈ Γ0(N)⇔ r′′ ≡ v′′ ≡ 0, u′′ ≡ s′′ ≡ 1(mod 2)
b(r′′, u′′, s′′, v′′)S2w8S2 ∈ Γ0(N)⇔ r′′ ≡ v′′ ≡ u′′ ≡ s′′ ≡ 1(mod 2)
b(r′′, u′′, s′′, v′′)S2w8 ∈ Γ0(N)⇔ r′′ ≡ 0, u′′ ≡ s′′ ≡ v′′ ≡ 1(mod 2)
b(r′′, u′′, s′′, v′′)w8S2 ∈ Γ0(N)⇔ v′′ ≡ 0, u′′ ≡ s′′ ≡ r′′ ≡ 1(mod 2)
Demostracio´. [Proposicio´] Sigui doncs N = 2υ2(N))
∏
i pi, amb els pi primers
diferents. Sigui u ∈ Norm(Γ0(N)). Si υ2(N) ≤ 1 ja esta` vist. Conside-
rem doncs υ2(N) = 2. Llavors, pels lemes 3.1.11 i 3.1.12, wδu = α, α ∈
{S2, w4|S22 = w24 = (w4S2)3 = 1 i d’aqu´ı u = wδα. Com que wδ ((δ, 2) = 1)
commuta amb S2 i les involucions d’Atkin-Lehner commuten tambe´ hem
acabat. El cas 8||N es prova utilitzant el mateix argument que pel cas 4||N
i els lemes 3.1.11 i 3.1.13.
3.1.2 Un estudi per a υ(N) = 3 i N ≡ 9(mod 27)
Anem a fer un estudi de la veracitat del teorema 3.1.6 pels N complint
N = 9
∏
i pi amb pi primers diferents coprimers amb 3, en tota aquesta
subseccio´.
Proposicio´ 3.1.14. Sigui N com abans i suposem que algun pi compleix
pi ≡ −1(mod 3). Llavors el grup Norm(Γ0(N))/Γ0(N) no e´s producte directe
dels factors explicitats en el teorema 3.1.6.
Demostracio´. Es suficient veure que S3 no commuta amb wpi si pi ≡ −1(mod
3). En efecte, si escrivim wpi =
1√
pi
(
pik 1
Nt pi
)
:
wpiS3wpiS
2
3 =
1
pi
(
(pik)2 +Nt(1 + pik3 ) pik(
2pik
3 + 1) + (
pik
3 + 1)(
2Nt
3 + pi)
Nt(pik) +Nt(Nt3 + pi) Nt(
2pik
3 + 1) + pi(
Nt
3 + pi)(
2Nt
3 + pi)
)
Per que` l’anterior expressio´ sigui de Γ0(N) s’ha de complir que
2k2pi
3
+ pik
3
∈ Z
com pi ≡ 1 o − 1(mod 3) i aix´ı k ≡ 1(mod 3). Del fet que det(wp) = 1 tenim
que pik ≡ 1(mod 3) i, per tant, pi ≡ 1(mod 3).
Nota 3.1.15. De la prova anterior es despre`n que pels N = 9
∏
i pi, pi
primers diferents (pi, 3) = 1, wpi commuta amb S3 si i nome´s si per a cada
pi es compleix pi ≡ 1(mod 3)(pi ≡ 1(mod 3) ∀i).
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Proposicio´ 3.1.16. Pels N = 9
∏
i pi = 9q amb pi primers diferents (pi, 3) =
1 i pi ≡ 1(mod 3), el teorema 3.1.6 e´s va`lid.
Demostracio´. Considerem w un element arbitrari de Norm(Γ0(N)). Seguint
la notacio´ del teorema 2.1.1. tenim ∆ = 1 i υ(N) = 3; llavors
w =
1√
δ
(
δr u
3
Ns
3
δv
)
on δ|∏j pj. A me´s,
wδw =
(
r′ u
′
3
Nt′
3
v′
)
∈ Norm(Γ0(N))
Denotem per a(r′, u′, t′, v′) la matriu que surt de l’anterior expressio´. Llavors
s’obte´:
a(r′, u′, t′, v′) ∈ Γ0(N)⇔ t′ ≡ u′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)w9 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S3 ∈ Γ0(N)⇔ r′ + u′ ≡ t′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S23 ∈ Γ0(N)⇔ 2r′ + u′ ≡ t′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S3w9 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ qt′ + v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S23w9 ∈ Γ0(N)⇔ r′ ≡ 2qt′ + v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)w9S23 ∈ Γ0(N)⇔ r′ + u′ ≡ v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)w9S3 ∈ Γ0(N)⇔ r′ + 2u′ ≡ v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)w9S23w9 ∈ Γ0(N)⇔ u′ ≡ qt′ + v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S23w9S
2
3 ∈ Γ0(N)⇔ u′ ≡ 2qt′ + v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S23w9S3 ∈ Γ0(N)⇔ r′ + u′ ≡ 2t′q + v′ ≡ 0(mod 3)
a(r′, u′, t′, v′)S3w9S23 ∈ Γ0(N)⇔ 2r′ + u′ ≡ qt′ + v′ ≡ 0(mod 3)
Corol.lari 3.1.17. Sigui N = 9q. Llavors, α s’escriu de la forma α = wq′β
on q′|q i β ∈ {S3, w9|s33 = w29 = (w9S3)3 = 1}.
Demostracio´. E´s realment el que es prova en la proposicio´ anterior.
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3.2 El grup Aut(X0(N))
Considerem X0(N) la corba modular definida sobre Q ([37] cap 7). Estudiem
aqu´ı, pero`, la corba X0(N)(C) i el seu grup d’automorfismes que denotem
per Aut(X0(N)).
Recordem que si C e´s una corba de ge`nere 0 o 1, llavors #Aut(C) =∞. Per
tant, centrem-nos en el cas de ge`nere me´s gran que 1. En general, coneixem
la segu¨ent fita:
#Aut(C) ≤ 84(g − 1)
on g = ge`nere(C) ≥ 2.
El resultat me´s rellevant d’aquesta seccio´ e´s el segu¨ent:
Teorema 3.2.1 (Kenku-Momose,[21]). Per a les corbes modulars X0(N)
amb ge`nere me´s gran o igual que dos es te´
Aut(X0(N)) = Norm(Γ0(N))
si N 6= 37, 63.
Anem a examinar d’aquest resultat en un cas concret i donar una ullada
al cas general. La idea de la prova de l’anterior resultat passa per l’estudi de
la Jac(X0(N)).
Lema 3.2.2. Es te´ la inclusio´ natural Aut(X0(N)) ⊂ Aut(Jac(X0(N)))
Anem a fer un estudi del grup Aut(X0(N)) amb N primer.
Teorema 3.2.3 (Ribet,[33]). Pel cas N primer tot υ ∈ End(Jac(X0(N)))
esta` definit sobre Q.
Estudiem doncs com so´n els factors Q-simples de Jac(X0(N)). En els re-
sultats que segueixen N no cal que sigui necessa`riament un nombre primer.
Considerem l’a`lgebra de Hecke Q[Tm](m,N)=1, Q-a`lgebra commutativa de di-
mensio´ g sobre Q ( veure [37] cap3).
Teorema 3.2.4 (Atkin-Lehner). S2(Γ0(N)) ve generat per vectors propis
respecte de tota l’a`lgebra de Hecke Q[Tm](m,N)=1
(Per a la prova consulteu [4]).
Si f e´s una forma nova de S2(Γ0(M)) per algun M i normalitzada (i.e. si
escrivim f =
∑
anq
n amb a1 = 1) anomenem M el nivell de f i denotem
per Kf el cos Kf := Q({an}) (recordem que nova vol dir que e´s vector propi
dels operadors de Hecke Tp amb (p,M) = 1 i, a me´s, e´s ortogonal respecte
del producte de Petersson al subespai generat per les formes g ∈ S2(Γ0(D))
amb D|M D 6=M i g(eτ), on e varia entre els divisors positius de M/D).
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Proposicio´ 3.2.5. El cos Kf e´s un cos de nombres totalment real.
En la situacio´ anterior, per a cada immersio´ σ : Kf → C posem σf =∑
aσnq
n que e´s una forma nova tambe´ normalitzada de S2(Γ0(M))([37], cap
7).
Per a cada f forma cuspidal de pes 2, nova en el nivell que li correspon,
denotat per nivell(f), i per a cada divisor positiu d complint d| N
nivell(f)
posem
f |Bd =
∑
anq
dn ∈ S2(Γ0(N)), que te´ com valors propis an pels Tn amb
(n,N) = 1, ( [4] ).
Lema 3.2.6. {f |Bd}{f,df} e´s una base de S2(Γ0(N)) formada per vectors
propis de l’a`lgebra de Hecke, on f recorre el conjunt de formes normalit-
zades noves de nivell(f)|N i df recorre el conjunt de divisors positius de
N/nivell(f). Fem notar que tots els elements del subespai {f |Bd}d amb f
fixada tenen els mateixos valors propis.
Teorema 3.2.7 (Shimura). Sigui f ∈ S2(Γ0(M)) nova. Al conjunt {σf},
on σ recorre totes les immersions de Kf en C, li correspon un factor de la
Jac(X0(M)) sobre Q, que denotem per Jσf .
A me´s, si m(f) e´s el nombre de divisors positius de N/nivell(f) llavors s’obte´
la segu¨ent descomposicio´ de la jacobiana sobre Q en factors simples:
Jac(X0(N)) ∼Q
∏
{σf}
J
m(f)
{σf}
amb dim(J{σf}) = [Kf : Q] i Kf = End(J{σf})⊗Q.
(Per a una prova de l’anterior resultat es pot consultar [38] i [37] cap 7.)
Teorema 3.2.8 (Congrue`ncia de Eichler-Shimura).
End(Jac(X0(N)))⊗Q = Q[Tm](m,N)=1
Despre´s de les anteriors observacions generals retornem al cas N primer.
Pel resultat de Ribet,
Aut(X0(N)) ⊂ Aut(Jac(X0(N)))⊗Q.
Q[Tm](m,N)=1 e´s una a`lgebra semisimple de dimensio´ g i m(f) = 1, llavors,
Q[Tm](m,N)=1 = K1 × . . .×Kn
on Ki so´n cossos totalment reals corresponent a σfi i n e´s el nombre de
factors Q− simples en els que es parteix Jac(X0(N)). D’aqu´ı s’obte´:
Aut(X0(N)) ⊂ {±1} × . . .× {±1}
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Per tant, si u ∈ Aut(X0(N)) aleshores e´s d’ordre ≤ 2 i esta` definit sobre Q.
Estudiem a part el cas N = 37. X0(37) te´ ge`nere 2 i tenim dues diferencials
noves S2(Γ0(37)). Aix´ı:
Aut(X0(37)) ⊂ {±1} × {±1}
Hi ha una involucio´ υ ∈ Aut(X0(37)) (consultar [25]) que no e´s d’Atkin-
Lehner, no porta puntes a puntes i e´s la involucio´ hiperel.l´ıptica de X0(37)
([30]); per tant
Aut(X0(37)) ∼= Z
2
× Z
2
utilitzant el teorema de Ribet.
Definicio´ 3.2.9. Anomenem υ ∈ Aut(X0(N)), amb υ /∈ Norm(X0(N)), un
element excepcional de Aut(X0(N)).
Pensem d’ara en endavant N primer, N 6= 37. Estudiem com e´s el grup
Aut(X0(N))∞; e´s a dir, els automorfismes que fixen la punta de l’infinit.
Lema 3.2.10. Si u ∈ Aut(X0(N))∞, llavors u = id.
Demostracio´. Si ΩX0(N) denota l’espai de les diferencials regulars, e´s clar que
l’accio´ de u en el cotangent te´ valors propis ±1. Si tots valen −1 llavors
X0(N) e´s hiperel.l´ıptica i u la involucio´ hiperel.l´ıptica. Pero` Ogg (en [30]) va
provar que si X0(N) e´s hiperel.l´ıptica, N 6= 37, llavors u = wN i, per tant, no
fixa la punta de l’infinit.
Escollim doncs dues diferencials ω1, ω2 ∈ ΩX0(N) complint
ω1 ◦ u = ω1 i ω2 ◦ u = −ω2
que siguin vectors propis de l’a`lgebra de Hecke Q[Tm](m,N)=1. Llavors si
posem ωi = (
∑∞
s=1 ai,sq
s)dq
q
podem prendre, sense pe`rdua de generalitat,
a1,1 = a2,1 = 1. Considerant ω = ω1 + ω2 tenim una diferencial que no
s’anul.la en ∞ pero` ω ◦ u = ω1 − ω2 s’anul.la en ∞, en contra de la hipo`tesi
u(∞) = ∞. Llavors, per forc¸a, tots els valors propis so´n +1 i, per tant,
u = id.
Teorema 3.2.11 (Mazur). Si N e´s primer, Z
n
∼= Jac(X0(N))(Q)tors i ve
generat pel divisor (0)− (∞), on n = numerador (N−1
12
)
.
(Per a la prova consulteu [24].)
Llavors, si u ∈ Aut(X0(N)), com que es definit sobre Q actua sobre el divisor
(0)− (∞) i per tant
(u(0))− (u(∞)) ∼ m((0)− (∞))
amb m ∈ Z/n.
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Teorema 3.2.12 (Mazur). En la situacio´ N primer les u´niques possibili-
tats per a m so´n m = ±1, 0,±1
3
.
(Per a la prova veieu [24].)
Anem a aplicar-ho. m = 0 en la nostra situacio´ no es pot donar ja que
llavors (0) − (∞) seria un divisor principal, i el ge`nere de X0(N) zero. Si
m = ±1
3
llavors (3, n) = 1, i de m2 = 1 tenim 1 ≡ 9(mod n) i es comprova
que l’anterior congrue`ncia mai es produeix.
Per tant, m = ±1; si m = 1 llavors (u0) + (∞) ∼ (0) + (u∞) i pel lema
podem pensar u∞ 6= ∞, d’on s’obte´ que X0(N) e´s hiperel.l´ıptica i u = wN .
Si m = −1, (u0) + (0) ∼ (∞) + (u∞). Si u∞ 6= 0 llavors e´s hiperel-
l´ıptica i raonant igual que abans arribem a contradiccio´. Per tant, u∞ = 0 i
wN ◦ u ∈ Aut(X0(N))∞ d’on, pel lema, u = wN , provant finalment:
Teorema 3.2.13 (Ogg). Per a N primer, N 6= 37, Aut(X0(N)) = {1, wN}.
Anem a fer l’estudi general. Per a l’estudi del cas N lliure de quadrats
es pot consultar [31]. La prova en el cas general es troba en [21] utilitzant
te`cniques de [11].
El problema principal en el cas general e´s que no tenim un resultat de Ribet
tant bo, i.e., no tot End(Jac(X0(N))) esta` definit sobre Q i per tant la
congrue`ncia de Eichler-Shimura no e´s del tot u´til.
Constru¨ im una nova descomposicio´ de la jacobiana.
Definicio´ 3.2.14. Donada f ∈ S2(Γ0(N)) vector propi de tots els operadors
de Hecke Q[Tm](m,N)=1, s’anomena de multiplicacio´ complexa si existeix un
cara`cter de Dirichlet λ d’un cos quadra`tic imaginari Q(
√−D), de discrimi-
nant D, amb conductor r, que satisfa`:
λ((α)) = α, α ∈ Q(√−D)∗, α ≡ 1(mod r)
λ((a)) =
(−D
a
)
a, a ∈ Z, (a,DNor(r)) = 1
i f s’escriu com f(z) =
∑
U λ(U)exp(2piiNor(U)z) , on U 6= (0) recorre el
conjunt de tots els ideals enters primers amb r.
Denotem per VC⊗C l’espai generat per les formes modulars amb multipli-
cacio´ complexa, i VH⊗C l’espai generat per les formes modulars que no tenen
multiplicacio´ complexa; d’aqu´ı obtenim una particio´ de l’espai cotangent de
Jac(X0(N)) i tambe´ de la pro`pia Jac(X0(N)) ([38])
Teorema 3.2.15 (Shimura). Jac(X0(N)) ∼Q JH × JC on JH , JC denoten
els factors de la jacobiana que tenen per espais cotangents VH ⊗C i VC ⊗C,
respectivament.
Llavors, End(Jac(X0(N))⊗Q = End(JC)⊗Q× End(JH)⊗Q
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Posem
k(N) =
{
la composicio´ dels cossos quadra`tics
amb discriminant D , D2|N
}
Proposicio´ 3.2.16 (Kenku-Momose). Tot End(JH) es definit sobre k(N).
gC = dim(JC) i gH = dim(JH)
Lema 3.2.17. Si ge`nere(X0(N)) > 1 + 2gC, llavors tot u ∈ Aut(X0(N))
esta` definit sobre k(N) i aquesta condicio´ e´s compleix tambe´ si el ge`nere e´s
superior a 1, per a tot N , N 6= 26, 27, 28, 29, 34, 332, 3322, 3323.
Llavors, via un estudi de l’anell End(JC)⊗Q s’obte´
Corol.lari 3.2.18. Tot v ∈ Aut(X0(N)) esta` definit sobre k(N) amb N 6=
28, 29, 2233, 2333.
Pel cas N = 28, 29 l’anterior resultat (Corol.lari 3.2.18) s’obte´ que el
cos de definicio´ e´s k′(N), que denota el cos de classes de Q(
√−1) associat
a ker(ξ), on ξ e´s un cara`cter del grup d’ideals de Q(
√−1) d’ordre 4 que
satisfa` ξ((α)) = 1 si α ∈ Q(√−1)∗ amb α ≡ 1(mod8) i ξ((α)) = 1 si
α ∈ Z, (α, 2) = 1; i pel cas N = 2233, 2333 e´s considera el cara`cter ξ 6= 1
del grup d’ideals de Q(
√−3) complint ξ((α)) = 1 si α ∈ Q(√−3)∗ amb
α ≡ 1(mod6) i ξ((α)) = 1 si α ∈ Z, (α, 6) = 1. Aix´ı, tot End(JC) esta`
definit a k′(N), cos associat a ker(ξ).
Anem, igual que en el cas N primer, a estudiar el grup Aut(X0(N))∞
Lema 3.2.19. Sigui u ∈ Aut(X0(N))∞, una involucio´. Llavors 4|N , u esta`
definida sobre Q i no e´s la involucio´ hiperel.l´ıptica . (D’on, en particular, S2
esta` definit sobre Q).
S’obte´ gra`cies a aquest lema i l’estudi de OX0(N),∞:
Proposicio´ 3.2.20 (Kenku-Momose). Aut(X0(N))∞ = Norm(Γ0(N))∞.
Del fet que Norm(Γ0(N)) actua transitivament sobre les puntes k(N)-
racionals o k′(N)-racionals s’obte´:
Proposicio´ 3.2.21 (Kenku-Momose). Sigui C una punta k(N)- racional
o k′(N)-racional, segons correspongui; i u ∈ Aut(X0(N)) on u(C) n’e´s tambe´
una punta. Llavors u ∈ Norm(X0(N)).
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Per a estudiar els automorfismes que no envien puntes a puntes, e´s a dir,
els N tal que Aut(X0(N)) conte´ elements excepcionals, ho farem per mitja`
d’uns punts concrets de Jac(X0(N)).
Considerem el divisor (0) − (∞), que tambe´ te´ ordre finit en el cas general
([23]). Fixem u ∈ Aut(X0(N)) i considerem el divisor
Dl = αl((0)− (∞))
on αl = uTl − Tluσl , σl el Frobenius, (l, N) = 1 i Tl l’operador de Hecke
corresponent.
S’observa que αl = 0 en Jac(X0(N)) d’onDl ∼ 0. Llavors, si u ∈ Aut(X0(N))
i o be´ u(0) o be´ u(∞) no e´s una punta, Dl 6= 0.
Proposicio´ 3.2.22 (Kenku-Momose). Si N 6= 37, 28, 29, 2233, 2333, Dl 6=
0, l ≥ 5, llavors: wN ∗ (Dl) 6= Dl i ni u(0) ni u(∞) so´n punts fixos per wN .
Si denotem per l(N) el primer me´s petit que divideix N , aleshores de
l’anterior proposicio´ i l’estudi de punts fixos wN en X0(N) s’obte´ que l(N) ≤
19; provant aix´ı
Aut(X0(N)) = Norm(Γ0(N))
si υp(N) = 0 per p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Pels altres casos amb N 6= 37, 63
s’utilitzen alguns lemes te`cnics i te`cniques de reduccio´ [11].
S’obte´, a me´s, el segu¨ent resultat:
Teorema 3.2.23.
• Existeixen exactament dos valors de N tal que el grup Aut(X0(N))
conte´ elements excepcionals i aquests so´n N = 37 i N = 63. En ambdo´s
casos (Aut(X0(N)) : Norm(Γ0(N))) = 2.
• Aut(X0(37)) ∼= Z/2× Z/2.
• Aut(X0(63) ∼= S4 × Z/2.
Per a un estudi me´s exhaustiu de l’anterior resultat es pot consultar [25],
pel cas N = 37, i [14] pel cas N = 63.
3.3 Punts fixos de les involucions d’Atkin-
Lehner
Considerem N = m′m′′, (m′,m′′) = 1 i estudiem la involucio´ d’Atkin-Lehner
wm′ . Anem a veure primer com es comporta respecte de les puntes de X0(N).
Recordem la segu¨ent caracteritzacio´ de les puntes de X0(N)
25
Proposicio´ 3.3.1. Les puntes de X0(N) so´n de la forma P =
(
x
d
)
on
d recorre tots els divisors positius de N i x el podem prendre mo`dul td =
(d,N/d) amb (x, d) = 1. Per tant, per a cada d tenim ϕ(td) puntes.
La descomposicio´ m′m′′ = N ens do´na una descomposicio´ u´nica de d =
d′d′′ i td = t′dt
′′
d
Proposicio´ 3.3.2. Sigui P = wm′(P ) =
(
x
d
)
. Llavors d = d′′N
′
d′ , t = t,
x ≡ −x(mod t′) i x ≡ x(mod t′′).
Demostracio´. Considerem wm′ =
(
m′u 1
Ns m′
)
amb m′u − s N
m′ = 1 llavors
tenim
wm′
(
x
d
)
=
m′ux
d′ + d
′′
m′d′′
d′ (
m′′sx
d′′ + d
′)
Per tant, per veure que d = m
′d′′
d′ e´s suficient veure que (
m′ux
d′ +d
′′, m
′′sx
d′′ +d
′′) =
1. Multiplicant per x l’expressio´ de det(wm′) = 1 tenim m
′ux + d′′d′ −
m′′sx − d′d′′ = x, d’on (m′ux + d′d′′,m′′sx + d′d′′) | x i de (d, x) = 1 tenim
(m′ux+ d′′d′,m′′sx+ d′d′′) = (m
′ux
d′ + d
′′, m
′′sx
d′′ + d
′) = 1. Es clar que t = t pel
ca`lcul de d.
Denotem per α =
(
m′ux
d′ + d
′′
m′d′′
d′ (
m′′sx
d′′ + d
′)
)
i considerem A ∈ Γ0(N) complint
Aα =
(
x
m′d′′
d′
)
. Si escrivim A =
(
a˜ b˜
Nc˜ d˜
)
llavors
c˜(
N
d′′
ux+m′′d′) + d˜(
m′′
d′′
sx+ d′) = 1 (3.1)
on x = a˜(m
′
d′ ux + d
′′) + b˜(m
′d′′
d′ (
m′′
d′′ sx + d
′)). D’aqu´ı, per un ca`lcul directe
mo`dul t′ i mo`dul t′′ s’arriba al resultat.
Proposicio´ 3.3.3 (Ogg). wm′ no te´ punts fixos (m
′ > 1) a excepcio´ de
m′ = 4 on les puntes amb d′ = 2 so´n fixades.
Demostracio´. Sigui P una punta fixada per wm′ . Aleshores m
′ = d′2, t′ = d′
i 2x ≡ 0(mod d′) o 2 ≡ 0(mod d′). Com que m′ 6= 1, per forc¸a m′ = 4 i d′ = 2
i totes aquestes puntes efectivament so´n fixades.
Anem a estudiar com es comporten les involucions d’Atkin-Lehner en els
punts de Y0(N). Per aixo` pensem Y0(N) com l’espai de mo`duli que consis-
teix en les parelles (E,C), on E denota una corba el.l´ıptica i C un subgrup de
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E d’ordre exactament N . Diem llavors que dues parelles (E1, C1), (E2, C2)
representen el mateix punt si existeix un isomorfisme φ : E1 → E2 tal que
φ(C1) = C2.
Anem a estudiar com actuen les involucions d’Atkin-Lehner en (E,C). Po-
dem sempre pensar (E,C) = (< ω1, ω2 >,
ω2
N
) on τ = ω1
ω2
∈ H; llavors
wm′
(
ω1
ω2
)
= γ
(
ω1
ω2
m′
)
amb γ ∈ Γ0(m′′). Com que γ ∈ SL2(Z), wm′(E) = E/C ′, on C ′ e´s el subgrup
d’ordre exactament m′ determinat per C. Posem C = C ′ + C ′′. Com que
γ ∈ Γ0(m′′): γ(C ′′) = C ′′ i, per tant,
wm′((E,C)) = (E/C
′,
Em′ + C
′′
C ′
)
Aix´ı, si τ ∈ H e´s punt fix per la involucio´ wm′ es compleix que (E,C) ∼=
(E/C ′, Em′ + C ′′/C ′), e´s a dir, hi ha un isomorfisme ϕ : E → E/C ′ amb
ϕ(C) = Em′ + C
′′/C ′, o, equivalentment, ∃λ ∈ End(E) amb ker(λ) = C ′
complint:
0→ C ′ → E → E → 0
λ(Em′) = C
′, λ2 = m′ ◦ φ, φ ∈ Aut(E) i λ(C ′′) = C ′′.
Anem a indicar com la expressio´ anterior permet trobar el nombre de punts
fixos de wm′ en Y0(N).
Fixem-nos primer amb la condicio´ que E te´ un endomorfisme
√−m′ ∈
End(E). Aixo` ens diu que E e´s una corba de multiplicacio´ complexa amb
End(E) ⊗ Q = Q(√−m′). Recordem-ne alguns resultats d’aquestes corbes
el.l´ıptiques que es troben en [37] cap 4.4.
Definicio´ 3.3.4. Sigui K un cos de nombres. Un ordre O de K e´s un sub-
anell de K, que conte´ Z i e´s un Z-mo`dul lliure de rang [K : Q]. Tot ordre
en K esta` contingut en l’anell dels enters del cos K. Una xarxa en K, e´s
un Z-submo`dul de K lliure de rang [K : Q]. Si a e´s una xarxa en K posem
O = {f ∈ F |fa ⊂ a}. O e´s un ordre de K que anomenem l’ordre de a i
diem que a e´s un O-ideal propi.
A partir d’ara K denotara` un cos quadra`tic imaginari.
Proposicio´ 3.3.5. Sigui E una corba el.l´ıptica definida sobre C complint que
End(E)⊗Q ∼= K, i End(E) = O, O un ordre de K. Llavors E ∼= C/a on a
e´s un O-ideal propi. A me´s, per a qualsevol a O-ideal propi, End(C/a) ∼= O.
C/a ∼= C/b si i nome´s si ∃µ ∈ K tal que µa = b; d’aqu´ı direm que la classe
dels O-ideals propis esta` un´ıvocament determinada per la classe d’isomorfia
de C/a.
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Proposicio´ 3.3.6. Sigui OK l’anell d’enters de K i O un ordre de K. Lla-
vors hi ha un u´nic enter positiu c complint O = Z + cOK. A me´s, per a
qualsevol O-ideal propi a, existeix un element µ ∈ K∗ complint µa+cO = O.
Proposicio´ 3.3.7. Per a qualsevol ordre O de K, el nombre de classes dels
O-ideals propis e´s exactament el nombre de classes d’isomorfia de les corbes
el.l´ıptiques amb End(E) ∼= O.
Anem a aplicar aquests resultats a la situacio´ en la que ens trobem. Si
(E,C) e´s un punt fix de wm′ llavors
√−m′ ∈ End(E) i te´ un nucli c´ıclic
d’ordre m′. Aix´ı Z[
√−m′] ⊂ End(E) ⊂ OK on K = Q(
√−m′). Escrivim
m′ = m1h2. Estudiem el cas amb m1 ≡ 2, 1(4) m′ > 3. Aix´ı tenim: OK =
Z[
√−m1], d(O) = c2d(OK) = −c24m1, i O = Z[
√−m1c2], on c | h. Pel
fet que te´ nucli c´ıclic d’ordre m′ s’ha de complir que c = h; i es comprova
fa`cilment que tot a ideal deO te´ un subgrup c´ıclic d’ordrem′. Per tant, s’obte´
que el nombre de corbes el.l´ıptiques mo`dul isomorfisme amb un subgrup c´ıclic
d’ordre m′ complint m1 ≡ 2, 1(4) e´s igual a h(−4m′).
De manera semblant, si denotem per ϑ(m′) = nombre de corbes el.l´ıptiques
mo`dul isomorfisme amb un subgrup c´ıclic d’ordre m′ per m′ > 3, s’obte´:
ϑ(m′) =
{
h(−m′) + h(−4m′) m′ ≡ 3(mod 4)
h(−4m′) altrament
Si m′′ = 1 s’obtenen les fo´rmules de Fricke [17]; si m′′ > 1 es compleix
λ(C ′′) = C ′′. Aixo` es tradueix en trobar els n ∈ Z tal que λ − n tingui un
subgrup d’ordre m′′ en el seu nucli. Si m′ > 3 i m′′ > 3 senar es veu que n’hi
ha ∏
p|m′′
(1 +
(−4m′
p
)
)
Per tant, el nombre de punts fixos de wm′ en Y0(N) e´s
ϑ(m′)
∏
p|m′′
(1 +
(−4m′
p
)
)
Per a cada altre cas caldria un estudi particular:
Teorema 3.3.8 (Kluit). Denotem per υ(N,m′) = el nombre de punts fixos
en X0(N) de la involucio´ wm′; llavors es te´:
m′ = 2; υ(2m′′, 2) =
∏
p|m′′
(1 +
(−1
p
)
) +
∏
p|m′′
(1 +
(−2
p
)
)
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m′ = 3; υ(3m′′2λ, 3) =
{
2
∏
p|m′′(1 +
(
−3
p
)
) si λ = 0, 1, 2
0 λ > 2
m′ = 4; υ(4m′′, 4) =
∏
p|m′′
(1 +
(−1
p
)
) +
∑
d|m′′
ϕ((d,m′′/d))
Per a m′ ≥ 5:
1. N = m′;
υ(N,m′) =
{
h(−4m′) m′ 6≡ 3(mod 4)
h(−4m′) + h(−m′) m′ ≡ 3(mod 4)
2. N = 2λm′ amb m′ ≡ 1(mod 4)
υ(N,m′) =
{
h(−4m′) λ = 1
0 λ > 1
3. N = 2λm′ amb m′ ≡ −1(mod 4)
υ(N,m′) =

h(−4m′) + 3h(−m′) λ = 1
2h(−4m′) + 2h(−m′)(1 + (−m′
2
)
) λ = 2
2(1 +
(−m′
2
)
)υ(m′,m′) λ > 2
4. N = 2λm′u amb u senar i (m′, 2λu) = 1
υ(N,m′) =
∏
p|u
(1 +
(−m′
p
)
)υ(2λm′,m′)
Per a un tractament dels punts fixos sense utilitzar l’estructura com espai
de mo`duli de Y0(N) es pot consultar [29] i [22].
Observem que els anteriors resultats ens permeten fer un ca`lcul efectiu, ja
que evidentment
(
r
s
)
e´s computable i ϕ(s) tambe´. Pel ca`lcul h(−N), si N
e´s lliure de quadrats, disposem d’un algoritme en [10] pag 228, i pel ca`lcul
general podem escriure −N = −N0f 2 i aleshores:
h(−N) = ω(−N)
ω(−N0)h(−N0)f
∏
p|f
(
1−
(−N0
p
)
p−1
)
on ω(D) e´s el nombre d’arrels de la unitat de l’ordre del cos K amb discri-
minant D. Per a una prova d’aquest resultat es pot consultar [10] pag 228.
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3.4 X0(N) biel.l´ıptiques amb involucions wm′
Utilitzem les taules de [42] per a obtenir, pels N ≤ 210, totes les corbes
X0(N) que so´n biel.l´ıptiques i admeten una involucio´ d’Atkin-Lehner biel-
l´ıptica. Ens centrem en els N amb ge`nere(X0(N)) ≥ 2; per tant descartem
els N segu¨ents: de l′1 fins a 21, 24, 25, 27, 32, 36 i 49.
Lema 3.4.1. Pels segu¨ents N la corba modular X0(N) e´s biel.l´ıptica amb les
involucions biel.l´ıptiques que s’indiquen en la taula segu¨ent, seguint la notacio´
del teorema 3.1.6.
N Involucions biel.l´ıptiques
22 w2, w22
26 w2, w13
28 w4, w28, S2w4S2, S2, w7S2, w7S2w4S2
30 w5, w6, w30
33 w33
34 w2, w17, w34
35 w5
37 w37, αw37
38 w19, w38
39 w3
42 w14
43 w43
50 w2, w25
51 w17, w51
53 w53
55 w11, w55
61 w61
62 w31
65 w65
69 w23
75 w75
79 w79
83 w83
89 w89
94 w47
95 w95
101 w101
119 w119
131 w131
α denota la involucio´ hiperel.l´ıptica de X0(37).
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Demostracio´. Sols cal notar que si u e´s una involucio´ biel.l´ıptica te´ 2g − 2
punts fixos. De la fo´rmula ge`nere(X0(N)) = 1 +
ψ
12
− υ2
4
− υ3
3
− υ∞
2
i del
fet que totes les involucions so´n d’Atkin-Lehner (4 - N i 9 - N) el resultat
e´s un ca`lcul directe aplicant el teorema 3.3.8. Pels casos N = 28, 37 sols cal
observar que X0(28) X0(37) so´n corbes de ge`nere 2 i, per tant, tota involucio´
que no sigui la hiperel.l´ıptica e´s biel.l´ıptica.
Igualment, pels casos 4|N o 9|N obtenim el segu¨ent resultat estudiant el
nombre de punts fixos de les involucions d’Atkin-Lehner.
Lema 3.4.2. Pels segu¨ents N la corba X0(N) e´s biel.l´ıptica.
N involucions
40 w40
44 w11, w44
45 w5, w9, w45
48 w48
54 w27, w54
56 w7, w56
60 w15
63 w63
64 w64
81 w81
92 w23
Del fet que si 4 - N i 9 - N totes les involucions so´n d’Atkin-Lehner i de
les taules de [42] obtenim:
Lema 3.4.3. Pels segu¨ents N , X0(N) no e´s biel.l´ıptica(g > 1):
23 29 31 41 46 47 57 58 59 66
67 70 71 73 74 77 78 82 85 86
87 91 93 97 98 102 103 105 106 107
109 110 111 113 114 115 118 121 122 123
125 127 129 130 133 134 137 138 139 141
142 143 145 146 147 149 150 151 154 155
157 158 159 161 163 165 166 167 169 170
173 174 175 177 178 179 181 182 183 185
186 187 190 191 193 194 195 197 199 201
202 203 205 206 209 210
Corol.lari 3.4.4. Pels N del lema anterior tenim que X0(N), X1(N), X(N)
no so´n corbes modulars biel.l´ıptiques, a excepcio´ potser de 23,29,31,41,46,47,59
i 71.
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Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata del teorema 2.9 i de la caracteritzacio´
de les corbes X0(N) hiperel.l´ıptiques [30].
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Cap´ıtol 4
L’estudi via reduccio´
Suposem que tenim un morfisme
ϕ : X0(N)→ E
de grau 2.
Sabem, per [37] §7, que la corba modular X0(N) esta` definida sobre Q; a me´s,
podem definir-li un esquema propi i normal sobre Spec(Z) i no singular sobre
Spec(Z[1/N ]) [20], denotem-lo per X0(N). Llavors, per cada p - N , obtenim
una corba modular redu¨ıda sobre Fp que denotarem per X0(N)⊗ Fp.
Suposem que ϕ esta` definida sobre Q i E tambe´. Pel teorema 6.1., [36], E te´
un model de Nero´n sobre Spec(Z[1/N ]) que el denotem per E i, per tant, el
morfisme ϕ : X0(N) → E puja, per la propietat de models de Nero´n, a un
Spec(Z[1/N ])−morfisme de Spec(Z[1/N ])− esquemes
ϕ : X0(N)→ E
on la fibra sobre el punt gene`ric ens do´na ϕ i la fibra sobre un primer p
amb p - N , la reduccio´ de l’aplicacio´ ϕ sobre Fp. Anem a estudiar com so´n
X0(N)⊗ Fp i X0(N)⊗ Fp(Fp2) que denota el conjunt de punts sobre Fp2 de
la corba redu¨ıda X0(N)⊗ Fp.
Anotem aqu´ı que la corba modular redu¨ıda X0(N)⊗Fp e´s un espai de mo`duli
en els punts que no so´n puntes, que ve representat per parelles (E,C) amb
E una corba el.l´ıptica sobre Fp i C un subgrup d’ordre exactament N .
Lema 4.1 (Ogg). Per a tota parella (E,C) de X0(N) ⊗ Fp amb p - N
i E una corba supersingular definida sobre Fp es te´ llavors que (E,C) ∈
X0(N)⊗ Fp(Fp2).
Per una prova de l’anterior resultat es pot consultar [30].
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Lema 4.2 (Harris-Silverman). Fixat N , denotem per
υ(N) = # dels divisors primers de N
µ(N) = (SL2(Z) : Γ0(N))
i per a cada primer p
n(p) =
∑
E/Fp
1
|Aut(E)|
Llavors, si X0(N) e´s biel.l´ıptica, tenim:
2υ(N) + 2n(p)µ(N) ≤ #X0(N)⊗ Fp(Fp2 ) ≤ min(2(p+ 1)2, p2 + 1 + 2ge`nere(X0(N))p)
si el ge`nere e´s mes gran o igual que 6; i
2υ(N) + 2n(p)µ(N) ≤ #X0(N)⊗ Fp(Fp2) ≤ p2 + 10p+ 1
en altre cas. Sempre i quan en tots els casos es compleixi que p - N .
Demostracio´. Veiem primer que #X0(N) ⊗ Fp(Fp2) ≥ 2υ(N) + 2n(p)µ(N).
Estudiem possibles punts Fp2 − racionals. Totes les puntes unita`ries, e´s a
dir, de la forma 1/d amb d|N i 1 = (d,N/d) estan definides sobre Q i si
p - N definiran punts a Fp2 . Com que n’hi ha 2υ(N) obtenim aix´ı el primer
sumand de la part esquerra de la desigualtat. Per a veure l’altre sumand
pensem X0(N) com a espai de mo`duli de les parelles (E,C) (consultar [11])
on E e´s una corba el.l´ıptica i C un subgrup d’ordre N de E. Si E|Fp e´s su-
persingular, pel lema anterior (E,C) ∈ X0(N)⊗ Fp(Fp2). Llavors el nombre
de subgrups d’ordre N e´s µ(N), i si φ ∈ Aut(E), (E,C) i (E, φ(C)) repre-
senten el mateix punt de X0(N)(Fp2) . Com que [−1]C = C, com a mı´nim
hi ha 2µ(N)/#Aut(E) punts diferents no cuspidals de X0(N)(Fp2). Sumant
respecte de totes les corbes supersingulars sobre Fp obtenim la desigualtat.
Per a provar l’altra desigualtat, pel cas de ge`nere(X0(N)) ≤ 5 tenim l’estima-
cio´ de Weil que ens diu:
#X0(N)⊗ Fp(Fp2) ≤ p2 + 1 + 2pge`nere(X0(N))
Pel cas de ge`nere superior a 5 el morfisme ϕ el definim sobre Q i per tant
tenim bona reduccio´ ja que p - N d’on obtenim
#X0(N)⊗ Fp(Fp2) ≤ 2#E(Fp2)
Finalment, #E(Fp2) ≤ (p+1)2 de la desigualtat |#E(Fq)− (q+1)| ≤ 2(q)1/2
[35].
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Lema 4.3. Seguint la notacio´ de l’anterior lema, si X0(N) e´s biel.l´ıptica amb
ge`nere me´s gran o igual que 6 llavors:
2υ(N) +
1
12
µ(N) ≤ 18 si 2 - N
2υ(N) +
1
6
µ(N) ≤ 32 si 3 - N
2υ(N) +
1
3
µ(N) ≤ 72 si 5 - N
2υ(N) +
1
2
µ(N) ≤ 128 si 7 - N
2υ(N) +
5
6
µ(N) ≤ 288 si 11 - N
Pel cas de ge`nere inferior a 6 les cotes so´n respectivament 25, 40, 76, 120,
232.
Demostracio´. E´s consequ¨e`ncia immediata del lema anterior, en calcular expl´ı-
citament el valor de n(p) pels p corresponents; i dels fets teo`rics. La fo´rmula
de Deuring i Eichler ens diu que n′(p) = p−1
24
, on n′(p) recorre el conjunt
de corbes supersingulars en caracter´ıstica p. Notem tambe´ que tota corba
supersingular en caracter´ıstica p esta` definida sobre Fp, si p ≤ 31, per tant
n(p) = n′(p).
Lema 4.4. X0(N), X1(N) i X(N) no so´n biel.l´ıptiques, per a N ≥ 344.
Demostracio´. Utilitzant l’anterior lema amb les estimacions trivials N ≤
µ(N) i υ(N) ≥ 1 i pensant que l’u´ltima corba amb ge`nere inferior a 6 e´s
X0(86), obtenim que si X0(N) e´s biel.l´ıptica es compleix
N ≤ 192 2 - N
N ≤ 180 3 - N
N ≤ 210 5 - N
N ≤ 252 7 - N
N ≤ 343 11 - N
Per tant, suposem que N e´s divisible per 2 ¦ 3 ¦ 5 ¦ 7 ¦ 11. Posem N =
N2N3N5N7N11M , on Np = p
np||N . Com que X0(N) → X0(N/Np) so´n
finites, siX0(N) e´s biel.l´ıptica llavorsX0(N/Np) e´s hiperel.l´ıptica o biel.l´ıptica.
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Hiperel.l´ıptica no pot ser ja que la u´ltima eraX0(71) i 2¦3¦5¦7 > 71. Aleshores
υ(N/Np) ≥ 4 i
24 +
1
12
N
N2
≤ 18
d’on N/N2 ≤ 2 ¦ 12 = 24, impossible ja que N3N5N7N11M > 24. El fet que
X1(N) i X(N) no siguin biel.l´ıptiques ve de l’existe`ncia de morfismes de grau
finit: X1(N)→ X0(N) i X(N)→ X0(N), i del teorema 2.9.
Corol.lari 4.5. X0(N) no e´s biel.l´ıptica per N > 210, a excepcio´ potser de
X0(240).
Demostracio´. Si N no e´s divisible per 2, 3 o 5 ja hem acabat. Per tant
suposem, que 2 ¦ 3 ¦ 5 = 30|N . Si 7 no divideix N despre´s del 210 l’u´nic
cas que es pot donar e´s 240. Si 7 divideix, llavors N seria divisible per
2 ¦ 3 ¦ 5 ¦ 7 = 210|N i mu´ltiples d’aquest i, com que ha de ser inferior a 344,
obtenim el resultat.
Fem ara un estudi particular de les corbes que ens queden. Ens centrarem
expl´ıcitament en els N ≤ 210 que so´n mu´ltiples de 4 o 9 i en N = 240. El
motiu va quedar clarament expressat en el cap´ıtol anterior, ja que per a 4 - N
i 9 - N existeixen taules dels punts fixos de totes les possibles involucions que
podrien fer X0(N) biel.l´ıptica.
Els casos que estan en la situacio´ anterior i que no admeten involucions biel-
l´ıptiques del tipus d’Atkin-Lehner so´n els segu¨ents:
52 68 72 76 80 84 88 96 100 104 108 112 116
120 124 128 132 136 140 144 148 152 156 160 164 168
172 176 180 184 188 192 196 200 204 208 240 90 99
117 126 135 153 162 171 189 198 207
Utilitzant les fites que apareixen en la demostracio´ del lema 4.4 per a 2 - N
i 3 - N dedu¨ım:
Corol.lari 4.6. X0(N) no e´s biel.l´ıptica per a N =207, 184, 188, 196, 200,
208.
Del fet que si tenim un morfisme X0(N)→ X0(M) finit amb X0(N) biel-
l´ıptica llavors X0(M) tambe´ e´s biel.l´ıptica o hiperel.l´ıptica obtenim pel lema
3.4.3 del cap´ıtol anterior que:
Corol.lari 4.7. X0(N) no e´s biel.l´ıptica per N=116, 132, 140, 148,156, 164,
171, 172, 198, 204, 210.
Sigui X0(N) el model d’Igusa de X0(N). Quan redu¨ım mo`dul un primer
p amb p - N el nombre de puntes de X0(N) i X0(N)⊗ Fp no varia.
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Proposicio´ 4.8 (Ogg,[32]). Per a cada d|N tenim ϕ(t) puntes conjugades(
x
d
)
de X0(N); on t = (d,N/d) i ϕ e´s la ϕ d’Euler.
Llavors
(
x
d
)
e´s una punta Q-racional si t compleix ϕ(t) = 1. Com que
p - N , mo`dul Fp aquestes puntes so´n punts de X0(N)⊗ Fp(Fp).
Considerem ara les puntes
(
x
d
)
amb ϕ(t) = 2. Veurem que aquestes puntes
redu¨ıdes so´n punts sobre Fp2 . En efecte, siguin α1 =
(
x1
d
)
, α2 =
(
x2
d
)
les dues puntes conjugades. Sigui P una punta Q-racional i considerem el
punt de la Jac(X0(N))
α1 + α2 − 2P.
Pel fet de ser ϕ(t) = 2 tenim que l’anterior esta` definit sobre Q, fent reduccio´
mo`dul p obtenim el divisor
α1 + α2 − 2P
definit sobre Fp. Si considerem l’accio´ del Frobenius pi, de Fp, sobre l’anterior
divisor veiem que, per forc¸a pi(α1) = α2 o α1, (suposant que la corba modular
redu¨ıda no e´s hiperel.l´ıptica ). Aleshores pi2 correspon al Frobenius de Fp2 i
pi2(αi) = αi, i = 1, 2, provant que αi estan definides sobre Fp2 ; per tant:
Lema 4.9. Totes les puntes de X0(N) complint ϕ(t) ≤ 2 so´n punts diferents
en X0(N)⊗Fp(Fp2), p - N , sempre i quan X0(N) no sigui hiperel.l´ıptica sobre
Fp.
Nota 4.10. Observem que el fet que X0(N) no sigui hiperel.l´ıptica sobre Fp,
per a molts N , e´s pot raonar de manera ana`loga als arguments anteriors per
a corbes biel.l´ıptiques, ja que si tenim
X0(N)⊗ Fp → P1
es compleixen unes desigualtats semblants a la del lema 4.3. ([30] pag455)
i podem substituir el nombre de puntes definides sobre Fp2, pel nombre de
les puntes de X0(N) definides sobre Q (millor aproximacio´ que 2υ(N)). En
particular, si 4|N o 9|N , per a tots els 210 ≥ N ≥ 80 la seva corba redu¨ıda
mo`dul el primer p me´s petit, amb p - N , corresponent no e´s hiperel.l´ıptica,
[30]. Fem-ne un exemple: N=99. Hi ha 4 puntes sobre Q, per tant, si fos
hiperel.l´ıptica sobre F2 s’hauria de complir la desigualtat 4 + ψ(99)12 ≤ 10, [30]
pag 455. Com que 4+ ψ(99)
12
> 10 la corba redu¨ıda mo`dul p = 2 no e´s hiperel-
l´ıptica.
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Utilitzant, enlloc de 2υ(N), aquesta millor fita pel nombre de les puntes
definides sobre Fp2 (puntes de X0(N) amb ϕ(t) ≤ 2) obtenim:
Corol.lari 4.11. X0(N) no e´s biel.l´ıptica per a N =80, 84, 96, 99, 100, 104,
108, 112, 117, 120, 124, 126, 128, 135, 136, 144, 152, 153, 160, 162, 168,
176, 180, 189, 192, 240.
Demostracio´. Sigui N = 99. Observem que
#X0(99)(F4) ≥ 8 + 1
12
µ(99) ≥ 8 + 1
12
12.4.3 = 8 + 12 = 20
pero` la condicio´ de ser biel.l´ıptica de ge`nere superior a 6 ens imposa llavors
que #X0(99)(F4) ≤ 18, per tant, no pot ser biel.l´ıptica. Els altres N es fan
semblantment fent reduccio´ segons correspongui p = 2, 3, 5 o 7.
Per a acabar el problema de la determinacio´ de les corbes biel.l´ıptiques falta
estudiar unicament els casos segu¨ents:
N = 52, 68, 72, 76, 88, 90
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Cap´ıtol 5
L’estudi en el cas 4|N
5.1 Introduccio´
Per a determinar si les corbes modulars X0(N), N =52,68,72,76,88 i 90
so´n biel.l´ıptiques estudiarem totes les possibles involucions a Aut(X0(N)).
En aquest cap´ıtol ens centrarem en les involucions que apareixen quan 4|N i
estudiarem exactament totes les involucions quan 4||N i 9 - N seguint 3.1.6.
5.2 Un estudi sobre la involucio´ S2
5.2.1 Introduccio´
Observem que per a les corbes modulars X0(N) amb N ≡ 0(mod 4) tenim
la involucio´
S2 =
(
1 1/2
0 1
)
1
Ens interessa especialment l’estudi dels seus punts fixos.
5.2.2 L’estudi com a grup fuchsia` de S2
Considerem el segu¨ent subgrup de GL2(Q)+
Γ4k = {
(
a b
c d
)
|a, c, d ∈ Z; b ∈ Z[1/2]; c ≡ 0(mod 4k) ; ad− bc = 1}
i tambe´ considerem, seguint la notacio´ de [4],
Γ0(N, k) = {
(
a b
c d
)
|a, b, c, d ∈ Z; b ≡ 0(k); c ≡ 0(mod N); ad− bc = 1}
1Un estudi molt semblant e´s va`lid per a Sv′′ amb v′′ ≥ 2
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Nota 5.2.1. Si τ ∈ H e´s un punt fix de la involucio´ S2 de X0(4k) llavors τ
e´s un punt el.l´ıptic del grup Γ4k, ja que X0(4k) no te´ punts el.l´ıptics d’ordre
2.
Lema 5.2.2. El grup Γ0(4k) e´s un subgrup de Γ4k d’´ındex 2. El grup Γ4k
e´s un grup fuchsia` de primera espe`cie i les seves puntes es corresponen amb
Q ∪ {∞}.
Demostracio´. De c ≡ 0(mod4k) tenim sempre a, d senars com elements de
Γ4k. Per tant, en multiplicar dos elements que no so´n de Γ0(4k) obtenim un
element de Γ0(4k). Aixo` prova que l’´ındex e´s 2.
Per a veure que Γ4k e´s un grup fuchsia` cal provar que donats dos punts
τ, τ ′ ∈ H es tenen entorns U, V en H de τ i τ ′ tals que el nombre de γ ∈ Γ4k
γU ∩ V 6= ∅ e´s finit. Suposem que aixo` no succe´ıs: ∃ τ, τ ′ on ∀U, V obert
de τ, τ ′ respectivament hi ha infinits γ ∈ Γ4k complint γU ∩ V 6= ∅. Triem
entorns U de τ i V de τ ′ de la segu¨ent manera: siguin U ′ i V ′ entorns de τ i τ ′,
respectivament, complint que el nombre de β ∈ Γ0(4k) tals que βU ′ ∩ V ′ 6=
∅ e´s finit. Igualment siguin U ′′,V ′′ entorns de τ i γ1−1τ ′, respectivament,
complint la mateixa condicio´ anterior. Denotem V ′′′ = γ1−1V ′ ∩ V ′′, entorn
de γ1
−1τ ′, i prenem V = γ1V ′′′ i U = U ′ ∩ U ′′. Llavors com el nombre de
α ∈ Γ4k complint αU∩V 6= ∅ e´s no finit. Despreciant un nombre finit, podem
pensar que cada α ∈ Γ4k e´s de la forma αi = γ1βi, on γ1 ∈ Γ4k i βi ∈ Γ0(4k).
Com que suposem Γ4k no fuchsia` aleshores γ1βiU ∩V 6= ∅ i, multiplicant per
γ−11 , βiU ∩ V ′′′ 6= ∅. Aixo` entra en contradiccio´ amb l’eleccio´ de V i U .
Finalment, Γ4k e´s de primera espe`cie per ser-ho Γ0(4k). Per a veure que Γ4k
te´ les mateixes puntes que Γ0(4k) e´s suficient el segu¨ent resultat:
Lema 5.2.3. Siguin Γ, Γ′ dos subgrups (de SL2(R) )d’´ındex finit entre ells
i discrets. Aleshores Γ i Γ′ tenen el mateix conjunt de puntes.
Per una prova [37] §3.
Per tant, l’estudi de la involucio´ S2 ve lligada a l’estudi de l’anterior grup
fuchsia` de primera espe`cie. La determinacio´ dels seus punts el.l´ıptics i els
seus punts parabo`lics ens permet de calcular el ge`nere de Γ4k\H, que no e´s
res me´s que el ge`nere de la corba X0(N)/S2.
Lema 5.2.4. Sigui ϑ(N2) el nombre de punts fixos de Y0(N) per S2. Llavors
ϑ(N2) ≤ 2(
∏
p|N
(1 +
(−1
p
)
)) si N ≡ 4(8)2
2Notem que a la pra`ctica sempre podem determinar exactament aquest valor utilitzant
la proposicio´ 5.2.10
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ϑ(N2) = 0 si N ≡ 0(8)
Demostracio´. Sigui τ ∈ Y0(N) punt fix de S2, llavors:(
1 1/2
0 1
)
τ = γτ
amb γ ∈ Γ0(N), γ 6= id. De(
1 0
0 2
)(
1 1
0 1
)(
1 0
0 1/2
)
τ = γτ
obtenim (
1 1
0 1
)
2τ =
(
1 0
0 1/2
)
γτ
I de (
1 0
0 1/2
)
γ = δ
(
1 0
0 1/2
)
amb δ ∈ Γ0(4k, 2) obtenim (
1 1
0 1
)
2τ = δ2τ
Per tant, considerant l’aplicacio´
pi2 : Y0(N)→ Y0(N/2)
multiplicar per 2, veiem que 2τ e´s un punt el.l´ıptic de Γ0(N/2). Com que
pi2 te´ grau 2 i com que Γ0(M) no te´ punts el.l´ıptics d’ordre 2 si M ≡ 0(4)
i quan M ≡ 2(mod 4) n’hi ha ∏p|M(1 + (−1p )), obtenim el resultat amb
M = N/2.
Estudiem el comportament a les puntes.
Lema 5.2.5. Per a d|N , sigui t = (d,N/d). Les u´niques puntes P =
(
x
d
)
fixes per S2 so´n les que compleixen que existeix algun enter k tal que d = 2tk
i υ2(tk) ≥ 1. E´s a dir, els d complint υ2(d) > [υ2(N)2 ].
Demostracio´. Sigui P =
(
x
d
)
una punta. Llavors S2(P ) =
2x+d
2d
. Si d e´s
senar la punta no queda fixa; per tant d ≡ 0(2). Escrivim d = 2d′. Observem
que, a me´s, s’ha de complir (x + d′, d) = 1. Si υ2(d) = 1 l’anterior m.c.d.
e´s 2 com a mı´nim; per tant υ2(d) ≥ 2 i llavors e´s clar, per ser (x, d) = 1,
que (x + d′, d) = 1. Per tant, x + d′ ≡ x(mod t), t = (d,N/d). E´s a dir,
d′ ≡ 0(mod t). D’aqu´ı que ∃k ∈ Z tal que d = 2tk, t = (2tk,N/2tk) amb
υ2(tk) ≥ 1.
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Nota 5.2.6. L’estudi dels punts fixos per S2 de X0(N), com a espai de mo-
duli, requereix una ana`lisi del comportament dels automorfismes d’una corba
el.l´ıptica sobre els subgrups d’ordre N ; ja que si (E,C) e´s un punt de X0(N)
llavors e´s senzill de comprovar que S2(E) = E.
5.2.3 L’estudi efectiu dels punts fixos de S2
Anem a aplicar els anteriors resultats al cas que ens interessa i que e´s l’estudi
de les corbes modulars en les que no coneixem les seves involucions biel-
l´ıptiques.
Denotem el ge`nere(X0(N))/S2) per gN llavors:
Corol.lari 5.2.7. Pel casos N = 40, 44, 48, 56, 60, 64, 72, 76, 88, 92 s’obte´:
g40 = 1, g44 = 2, g48 = 1, g56 = 2, g60 = 3, g64 = 1, g72 = 1, g76 = 4
, g88 = 4 i g92 = 5. Per tant S2 e´s una involucio´ biel.l´ıptica pels casos
N = 40, 48, 64 i 72.
Demostracio´. Cas N ≡ 0(mod 8). Per la fo´rmula de Hurwitz tenim
2g − 2 = 2(2gN − 2) + #{punts fixos de S2}
on g denota el ge`nere de X0(N). Anem a calcular els punts fixos. Com que
N ≡ 0(8) tots els punts fixos es troben en les puntes i, per tant, u´nicament
cal un estudi en cada cas del comportament de S2 en les puntes. Pel cas
N = 40, 48 tenim quatre punts fixos, d’on g40 = g48 = 1. Pel cas N = 56, 88
un obte´ 4 puntes fixes, per N = 64 s’obtenen 4 puntes fixes i per N = 72 se
n’obtenen 8.
Cas N ≡ 4(mod 8). Sols cal observar que pels anteriors N de l’enunciat
del corol.lari X0(N/2) no te´ elements parabo`lics d’ordre 2 i, per tant, S2 no
te´ punts fixos en H. Per a calcular els punts fixos u´nicament e´s necessari
fer un estudi a les puntes. S’obte´ que el nu´mero de puntes fixades e´s per
a N = 44, 60, 76, 92: 2,4,2 i 2 respectivament, d’on, novament aplicant la
fo´rmula de Hurwitz, obtenim el resultat.
Teorema 5.2.8. Sigui g el ge`nere de la superf´ıcie de Riemann compacta
Γ\H, i sigui m el nombre de puntes no Γ-equivalents i e1, . . . , er els ordres
dels punts el.l´ıptics de Γ no equivalents. Llavors es te´:
1
2pi
∫
Γ\H
y−2dxdy = 2g − 2 +m+
r∑
u=1
(1− 1
eu
)
Per a la prova consulteu [37] §3.
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Corol.lari 5.2.9. Per a N = 52, 68 obtenim g52 = 2 i g68 = 3 i, per tant, S2
no fa a X0(N) biel.l´ıptica.
Demostracio´. Si denotem per g0(N) el ge`nere de X0(N): g0(52) = 5 i
g0(68) = 7 i com que
piS2 : X0(52)→ X0(52)/S2
e´s de grau 2 obtenim
2
1
2pi
∫
H/Γ4k
y−2dxdy =
1
2pi
∫
H/Γ0(4k)
y−2dxdy
Anem doncs a calcular quan val g52 i g68 utilitzant el teorema 5.2.8 amb
Γ = Γ52, Γ68:
2
1
2pi
∫
H/Γ52
y−2dxdy = 2g0(52)− 2 + 6 + 0 = 14
2
1
2pi
∫
H/Γ68
y−2dxdy = 2g0(68)− 2 + 6 + 0 = 18
Calculem el nombre m de puntes no Γ4k-equivalents, k = 13, 17, i en ambdo´s
casos e´s igual a m = 4. Per tant, per a N = 52 tenim
7 = 2g52 − 2 + 4 +
r∑
u=1
(1− 1
eu
)
Els punts τ el.l´ıptics han de correspondre necessa`riament a punts fixos per
S2 i aquests a punts el.l´ıptics de Γ0(26). Aix´ı, com a molt, u recorre de 1 fins
a 4 amb eu = 2; per tant, per forc¸a, obtenim que r = 2 i g52 = 2.
Pel cas N = 68 tenim justament la mateixa situacio´. Γ0(34) te´ dos punts
el.l´ıptics d’ordre 2 i 9 = 2g68 − 2 + 4 +
∑r
u=1(1− 12) on r recorre de 1 fins a
4. D’aqu´ı que r = 2 i g68 = 3.
5.2.4 X0(N)/S2 e´s X0(N/2)
Proposicio´ 5.2.10. La corba X0(N)/S2 e´s X0(N/2) i a me´s l’aplicacio´ pi :
X0(N)→ X0(N)/S2 correspon a multiplicar per 2.
Demostracio´. Es clar que la projeccio´ pi′ : X0(N)→ X0(N/2) multiplicar per
2, do´na una involucio´ υ ∈ Aut(X0(N)). Anem a estudiar el comportament
a les puntes de υ. Escrivim N = 2υ2(N)
∏n
1 p
υpi (N)
i . Considerem la involucio´
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υ i una punta de X0(N) de la forma
(
x
d
)
amb υ2(d) > [
υ2(N)
2
]. Veiem
primer que e´s fixa per υ. Com que pi′
((
x
d
))
=
(
x
d/2
)
si pi′(
(
x′
d′
)
) =
pi′(
(
x
d
)
) de υ2(d) ≥ 2, tenim que, d = d′ i x ≡ x′(mod t), amb t =
(d/2, N/d). Com que υ2(d) > [
υ2(N)
2
], t = (d,N/d) i, per tant,
(
x
d
)
=(
x′
d′
)
a X0(N).
Considerem llavors P =
(
x
d
)
punta de X0(N) amb υ2(d) ≤ [υ2(N)2 ]. Per la
prova del lema 5.2.5 tenim
S2(
(
x
d
)
) =
2x+ d
2d
.
Sigui k = υ2(d), llavors S2(
(
x
d
)
) = x+2
k−1d′
d
on d′ = d/2k. Provem que pi′
envia les dues puntes anteriors a la mateixa punta de X0(N/2). En efecte,
pi′(
(
x
d
)
) = x
d/2
si k ≥ 1 i pi′(
(
x+ 2k−1d′
d
)
) = x+2
k−1d′
d/2
si k ≥ 1. Quan
k = 0 S2 relaciona les puntes
(
x
d
)
amb υ2(d) = 0 i la punta
(
2x+ d
2d
)
i
e´s clar que pi′(
(
x
d
)
) = pi′(
(
2x+ d
2d
)
) si k = 0. Per acavar de provar que
υ actua de la mateixa forma que S2 en aquestes puntes (k ≥ 1), cal veure
que x ≡ x + 2k−1d′(mod t), on t = (d
2
, N/2
d/2
) = 2k−1d′′ amb d′′|d′. Aixo` e´s
consequ¨e`ncia directa de que k ≤ [υ2(N)
2
].
Per tant, υ i S2 actuen de la mateixa manera sobre les puntes de X0(N) i
com que Norm(Γ0(N)) actua transitivament sobre les puntes llavors S2 = υ,
provant aix´ı l’enunciat.
Recordem el segu¨ent resultat:
Teorema 5.2.11 (Schoeneberg). Sigui X una superf´ıcie de Riemann, i P
un punt fix d’un automorfisme ω de X, de per´ıode p > 1. Denotem per gω el
ge`nere de X/ω. Si gω 6= [g/p] llavors P e´s un punt de Weierstrass.
Corol.lari 5.2.12. Sigui X = X0(N) amb N ≡ 0(mod 4) llavors tota punta
P =
(
x
d
)
amb υ2(d) > [
υ2(N)
2
] e´s un punt de Weierstrass si el ge`nere de
X0(N/2) e´s diferent al nombre [
ge`nere(X0(N))
2
].
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Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata del teorema de Shoeneberg i el lema
5.2.5.
5.3 L’estudi de la involucio´ w2υ2(N)S2w2υ2(N)
5.3.1 Introduccio´
Si N ≡ 0(mod 4), w2υ2(N)S2w2υ2(N) e´s una involucio´ de X0(N). Estudiem els
seus punts fixos per a poder determinar si e´s una involucio´ biel.l´ıptica pels
casos N = 52, 68, 72, 76, 88 i tambe´ N = 40, 44, 48, 56, 60, 64, 92. Denotem
en tota aquesta seccio´ Υ = w2υ2(N)S2w2υ2(N) .
5.3.2 L’estudi del grup fuchsia` Γ0(4k) ∪ΥΓ0(4k)
Posem
Υ =
1
2υ2(N)
(
(2υ2(N)k)2 +Nt(2υ2(N)−1k + 2υ2(N)) 2υ2(N)(k + 2υ2(N)−1k + 2υ2(N))
Nt2υ2(N)k +Nt(N
2
+ 2υ2(N)) Nt+ 2υ2(N)−1Nt+ 2υ2(N)
)
amb
w2υ2(N) =
1√
2υ2(N)
(
2υ2(N)k 1
Nt 2υ2(N)
)
.
Observem que Υ ∈ Γ0(N/2) \ Γ0(N) i que X0(N)/Υ = X0(N/2). Tenim ja
coneguts els ge`neres dels anteriors grups fuchsians i aix´ı obtenim:
Corol.lari 5.3.1. Sigui gN el ge`nere de X0(N)/Υ. Llavors, g40 = 1, g44 = 2,
g48 = 1, g52 = 2, g56 = 2, g60 = 3, g64 = 1, g68 = 3, g72 = 1, g76 = 4, g88 = 4
i g92 = 5. Aix´ı els u´nics N tal que la involucio´ Υ e´s involucio´ biel.l´ıptica so´n
N = 40, 48, 64 i 72.
5.3.3 X0(N)/w2υ2(N)S2w2υ2(N) e´s X0(N/2)
Proposicio´ 5.3.2. La corba X0(N)/w2υ2(N)S2w2υ2(N) e´s X0(N/2) i a me´s
l’aplicacio´ pi : X0(N)→ X0(N)/w2υ2(N)S2w2υ2(N) e´s la projeccio´ usual.
Demostracio´. Sols cal notar que w2υ2(N)S2w2υ2(N) ∈ Γ0(N/2) \ Γ0(N). La
involucio´ identifica els elements Γ0(N/2) equivalents, e´s a dir, e´s la projeccio´.
Lema 5.3.3. Sigui N = 2υ2(N)
∏
i p
ni
i amb υ2(N) ≥ 2 i suposem υ2(N) ≡
1(mod 2), llavors si P =
(
x
d
)
e´s una punta de X0(N) amb υ2(d) ≤ [υ2(N)2 ]
llavors e´s fixa per la involucio´ w2υ2(N)S2w2υ2(N).
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Demostracio´. Denotem P =
(
x
d
)
(x, d) = 1 on x e´s un representant in-
vertible mo`dul t i t = (d,N/d); denotem per pi : X0(N) → X0(N/2) la
projeccio´ usual. Sigui P amb υ2(d) ≤ [υ2(N)2 ]. Notem que pi(P ) = P . Sigui
P ′ =
(
x′
d′
)
on pi(P ′) = P , llavors s’ha de complir que d = d′ i x′ ≡ x(mod t′)
on t′ = (d,N/2d). Pero` de υ2(N) ≡ 1(mod 2) tenim t′ = t, i P = P ′ a
X0(N).
Lema 5.3.4. Sigui N = 2υ2(N)
∏
i p
ni
i amb υ2(N) ≥ 2 i suposem υ2(N) ≡
0(mod 2), llavors si P =
(
c
d
)
e´s una punta de X0(N) amb υ2(d) < [
υ2(N)
2
]
e´s fixa per la involucio´ w2υ2(N)S2w2υ2(N).
Demostracio´. La prova e´s la mateixa que en el lema anterior.
Corol.lari 5.3.5. Sigui N = 2υ2(N)
∏
i pi on pi so´n primers diferents i 4|N ,
i denotem per g0(N) el ge`nere de X0(N). Si υ2(N) ≡ 1(mod 2) i es compleix
que g0(N/2) 6= [g0(N)/2] llavors totes les puntes de X0(N) so´n punts de
Weierstrass.
Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata de la prova del lema 5.3.3, del teo-
rema de Schoeneberg i del corol.lari 5.2.12
Corol.lari 5.3.6. Sigui N = 2υ2(N)
∏
i pi on pi so´n primers diferents i 4|N ,
i denotem per g0(N) el ge`nere de X0(N). Si υ2(N) ≡ 0(mod 2) i es compleix
que g0(N/2) 6= [g0(N)/2] llavors totes les puntes P =
(
x
d
)
de X0(N), a
excepcio´ de les puntes amb υ2(d) = [
υ2(N)
2
], so´n punts de Weierstrass.
Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata de la prova del lema 5.3.4, del teo-
rema de Schoeneberg i del corol.lari 5.2.12.
5.4 Breu estudi de wrS2 i wrw2υ2(N)S2w2υ2(N)
5.4.1 Introduccio´
Sigui X0(N) amb N ≡ 0(mod 4). Aleshores wrS2 i wrw2υ2(N)S2w2υ2(N) so´n
involucions pel fet que S2 i wr commuten. Anem a calcular el ge`nere de
X0(N)/Ξi,r, on Ξ1,r = wrS2 i Ξ2,r = wrw2υ2(N)S2w2υ2(N) .
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5.4.2 Breu estudi de Ξ1,r, (r, 2) = 1
Posant wr =
1√
r
(
rk 1
Nt r
)
tenim que Ξ1,r =
1√
r
(
rk rk
2
+ 1
Nt Nt
2
+ r
)
. Escrivint
l’anterior expressio´ de la segu¨ent forma:
1√
r
(
1 0
0 2
)(
k rk + 2
Nt
2r
Nt
2
+ r
)(
1 0
0 1
2
)(
r 0
0 1
)
veiem que si τ e´s un punt fix de Ξ1,r llavors es compleix:
1√
r
(
k rk + 2
Nt
2r
Nt
2
+ r
)(
r 0
0 1
)(
1 0
0 1
2
)
τ =
(
1 0
0 1
2
)
γτ
on γ ∈ Γ0(N), i d’aqu´ı
1√
r
(
rk rk + 2
Nt
2
Nt
2
+ r
)
(2τ) = δ(2τ)
amb δ ∈ Γ0(N/2, 2). Observem, pero`, que la matriu de l’esquerra no e´s res
me´s que la involucio´ d’Atkin-Lehner wr de X0(N/2). Per tant, obtenim
Lema 5.4.1. Sigui τ un punt fix de X0(N) per la involucio´ Ξ1,r. Llavors 2τ
e´s un punt fix de wr a X0(N/2).
Considerem X0(N)→ X0(N)/S2 i sigui τ un punt fix de wr en Y0(N/2).
τ puja a dos punts en Y0(N); denotem-los per τ
′ i S2(τ ′), si τ ′ no e´s un punt
el.l´ıptic de ΓN . Considerem wr involucio´ d’Atkin-Lehner en X0(N). Volem
caracteritzar els τ ′′ ∈ Y0(N) complint wrS2τ ′′ = γτ ′′, γ ∈ Γ0(N). Observem,
pero`, que si τ ′′ ∈ Y0(N) e´s punt fix de wr tenim
wrτ
′′ = γτ ′′
, γ ∈ Γ0(90). Com que S2 i wr so´n del normalitzador de Γ0(90) i commuten
tenim llavors
wrS2τ
′′ = γ′S2τ ′′
, γ′ ∈ Γ0(N); seguint el mateix argument que en la prova del lema anterior
obtenim
wr2τ
′′ = δ
(
1 1
0 1
)
2τ ′′
, δ ∈ Γ0(N/2, 2). Aixo` prova que els punts fixos de wr en X0(N) van a
punts fixos de wr en X0(N/2) complint wr2τ
′′ = β2τ ′′, amb β ∈ Γ0(N/2) \
Γ0(N/2, 2).
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Lema 5.4.2. El nombre de punts fixos de wrS2, que denotem per κ, compleix
la igualtat segu¨ent:
κ = 2(
N
2
)
wr
−Nwr
on Mwr denota el nombre de punts fixos de la involucio´ wr a X0(M).
Anem a utilitzar els resultats anteriors pel ca`lcul del ge`nere deX0(N)/Ξ1,r.
Corol.lari 5.4.3. Denotem per gr,N el ge`nere de X0(N)/wrS2. Aleshores es
te´: g40,5 = 2, g44,11 = 1, g48,3 = 2, g52,13 = 2, g56,7 = 2, g60,3 = 4, g60,5 = 2,
g60,15 = 3, g68,17 = 2, g72,9 = 3, g76,19 = 3, g88,112 i g92,23 = 4. Per tant, l’u´nic
valor pel qual aquesta involucio´ e´s biel.l´ıptica e´s N = 44.
Demostracio´. Explicitarem la prova en un cas particular i els altres es fan
ana`logament. Considerem X0(52)/Ξ1,13. Per 5.2.8 tenim que∫
H/(Γ:=Γ0(52)∪Ξ1,13Γ0(52))
y−2dxdy = 2g52,13 − 2 +m+
r∑
i=1
1
2
Utilitzant que (Γ : Γ0(52)) = 2 i aplicant 5.2.8 per a Γ0(52) juntament amb
l’anterior igualtat, obtenim
7 = 2g52,13 − 2 +m+
r∑
i=1
1
2
Un comprova que w13S2 no deixa fixa cap punta, i per tant m = 3. Com que
els punts fixos de la involucio´ w13 en X0(26) so´n exactament 2, aquests dos
punts pugen a 4 punts ja que la involucio´ w13 no te´ punts fixos en X0(52),
per tant, 7 = 2g52,13 − 2 + 3 + 2 i g52,13 = 2.
5.4.3 Breu estudi de Ξ2,r
Si τ e´s un punt fix d l’anterior involucio´, e´s equivalentment un punt el.l´ıptic
d’ordre 2 del grup fuchsia` Γ := Γ0(N) ∪ Ξ2,rΓ0(N). Sigui τ ∈ Y0(N) un
punt fix, e´s a dir, βwrτ = γτ , on β = w2υ2(N)S2w2υ2(N) , de Γ0(N/2) \ Γ0(N).
Multiplicant l’anterior expressio´ per β a l’esquerra i pensant que β2 = 1
tenim wrτ = δτ , δ ∈ Γ0(N/2) \ Γ0(N). Aixo` ens diu que τ e´s un punt fix
de wr a X0(N/2) (per ser la mateixa involucio´ en X0(N) i X0(N/2)) i que
τ no e´s un punt fix de wr a X0(N) a menys que τ sigui un punt el.l´ıptic de
X0(N/2). En aquest cas aquest punt sols puja a un punt de X0(N), ja que
X0(N) no te´ punts el.l´ıptics. Per tant, s’obte´ el segu¨ent lema:
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Lema 5.4.4. El nombre de punts fixos de wrw2υ2(N)S2w2υ2(N)wr, que denotem
per κ, compleix la igualtat segu¨ent:
κ = 2(
N
2
)
wr
−Nwr
on Mwr denota el nombre de punts fixos de la involucio´ wr a X0(M).
Corol.lari 5.4.5. Denotem per gN,r el ge`nere de X0(N)/Ξ2,r. Aleshores:
g40,5 = 2, g44,11 = 1, g48,3 = 2, g52,13 = 2, g56,7 = 2, g60,3 = 4, g60,5 = 2,
g60,15 = 3, g68,17 = 2, g72,9 = 3 g76,19 = 3, g88,11 = 2 i g92,23 = 4.
Per tant, l’u´nic valor pel qual aquesta involucio´ e´s biel.l´ıptica e´s N = 44.
Demostracio´. Pels casos N = 40, 48, (60, 3), 72 la involucio´ d’Atkin-Lehner
corresponent no te´ cap punt fix enX0(N/2) i el ca`lcul del ge`nere u´nicament es
basa en el nombre de puntes no Γ-equivalents, amb Γ = Γ0(N) ∪ Ξ2,rΓ0(N).
En aplicar 5.2.8 utilitzant les mateixes te`cniques que en el corol.lari 5.2.9
s’obte´ el resultat. Els altres casos es fan semblantment.
5.5 Resum de resultats 4||N
Proposicio´ 5.5.1. Les corbes modulars X0(N) amb N = 52, 68 i 76 no so´n
corbes modulars biel.l´ıptiques.
Demostracio´. Tenim que Aut(X0(N)) = Norm(Γ0(N)) = Z/2× S3, d’ordre
12, on l’element d’ordre dos del primer factor correspon a wp (p, 2) = 1 i les in-
volucions que ve´nen del segon factor corresponen a S2, w2υ2(N) , w2υ2(N)S2w2υ2(N) .
Aix´ı, totes les involucions so´n, pel cas 4||N amb N = 4p, de la forma
wp, w4, wN , S2, w4S2w4, wpS2 i wpw4S2w4. Dels corol.laris 5.2.9, 5.3.1,5.4.3
i 5.4.5 i del fet que les corbes X0(N) no admeten involucions d’Atkin-Lehner
biel.l´ıptiques arribem a la conclusio´ que X0(N) no pot ser biel.l´ıptica.
Corol.lari 5.5.2. La corba modular X0(72) e´s biel.l´ıptica. Dues de les seves
involucions biel.l´ıptiques so´n S2 i w8S2w8.
Demostracio´. Consequ¨e`ncia immediata dels lemes 5.2.9 i 5.3.1.
Corol.lari 5.5.3. Totes les involucions biel.l´ıptiques de X0(44) so´n w11S2,
w11, w44, w11w4S2w4.
L’u´nica involucio´ biel.l´ıptica de X0(60) e´s w15.
L’u´nica involucio´ biel.l´ıptica de X0(92) e´s w23
Demostracio´. Consequ¨e`ncia dels lemes i corol.laris 5.2.9,5.3.1,5.4.3,5.4.5 i 3.4.2.
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Nota 5.5.4. El fet que la involucio´ de X0(60) i X0(92) sigui u´nica prove´ del
segu¨ent resultat:
Teorema 5.5.5 (Desigualtat de Castelnuovo-Severi). Si X e´s una su-
perf´ıcie de Riemann de ge`nere g i admet una involucio´ T . Denotem per gT
el ge`nere de X/T . Llavors si g > 4gT + 1, T e´s u´nica.
Com a refere`ncia es pot consultar [2](pa`g 51).
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Cap´ıtol 6
L’estudi en el cas 8|N
6.1 Introduccio´
Hem estudiat en el cap´ıtol anterior totes les involucions de X0(N) en el cas
N = 4
∏
pn(p) amb (pn(p), 9) ≤ 3 i (p, 2) = 1. Anem a estudiar ara les
involucions que apareixen quan N = 8
∏
pn(p), p primers senars diferents i
(pn(p), 9) ≤ 3. De l’estructura de Norm(Γ0(N)) cal reduir-nos a estudiar el
grup ∏ Z
2Z
× {S2, w8;S22 = w28 = 1, S2w8S2w8 = w8S2w8S2}
Considerem primer el factor del grup {S2, w8}. La resta de les involucions
consistira` en aquestes multiplicades per les involucions d’Atkin-Lehner, pel
fet de ser el producte directe. Fent els ca`lculs pertinents obtenim que totes
les involucions en aquest cas so´n:
ws S2 w8S2w8
S2w8S2w8 wsS2 (s, 2) = 1 wsw8S2w8 (s, 2) = 1
wsS2w8S2, (s, 2) = 1 wsS2w8S2w8, (s, 2) = 1 S2w8S2
w8 wsw8
On s recorre els divisors positius de N complint 1 = (s,N/s), (s, 2) = 1.
Les involucions ws, w8 ja han estat tractades en el cap´ıtol 3 i les involucions
w8S2w8, S2, wsS2, (s, 2) = 1, i wsw8S2w8, (s, 2) = 1, en el cap´ıtol anterior.
Per tant anem a centrar-nos en les altres 4 involucions ens falta estudiar.
Pensem ba`sicament en el cas N = 88, per a poder decidir si la corba modular
X0(88) e´s biel.l´ıptica, pero` tambe´ en N = 56 per a poder determinar totes les
involucions biel.l´ıptiques. El cas N = 40 el tractarem apart en un ape`ndix.
Observem que les anteriors involucions tambe´ ho so´n per X0(72), per tant
tambe´ tractarem aquest cas.
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6.2 L’estudi de S2w8S2
Estudiem els punts fixos a Y0(N) de l’anterior involucio´. Donem una fita del
seu nombre:
Lema 6.2.1. El nombre de punts fixos de la involucio´ S2w8S2 a Y0(N) e´s
fitat per
4υ(2, N/4)
on υ(2, N/4) e´s el nombre de punts fixos de la involucio´ d’Atkin-Lehner w2
de X0(N/4).
Demostracio´. De w8 =
1√
2
(
4k 1/2
4tu 4
)
tenim
S2w8S2 =
1√
2
(
2(2k + tu) 5+4k+2tu
2
4tu 2(2 + tu)
)
i la segu¨ent igualtat
1√
2
(
2(2k + tu) 5 + 4k + 2tu
2tu 2(2 + tu)
)(
1 0
0 1/2
)
τ =
(
1 0
0 1/2
)
γτ = δ2τ
on γ ∈ Γ0(N) i δ ∈ Γ0(N/2, 2). Observem que en l’anterior expressio´ la
matriu de l’esquerra correspon a la involucio´ d’Atkin-Lehner w2 de X0(N/4).
Corol.lari 6.2.2. Si denotem per gN el ge`nere de la corba X0(N)/S2w8S2,
aleshores: g56 = 3 i g88 ≥ 2
Demostracio´. Pel cas N = 56 observem que el nombre de punts fixos de w2
en X0(14) e´s zero. Aix´ı, per 5.2.8 i el fet que la involucio´ defineix un morfisme
de grau 2 de X0(N):
8 = 2g56 − 2 +m
on m so´n les puntes no Γ-equivalents i Γ = Γ0(56)∪S2w8S2Γ0(56). Un ca`lcul
do´na m = 4 i d’aqu´ı g56 = 3.
Pel cas N = 88 tenim que w2 te´ dos punts fixos a X0(22) i com que l’extensio´
e´s de grau 4:
12 ≤ 2g88 − 2 +m+ 4
Un ca`lcul senzill do´na m = 4, d’on g88 > 1.
Lema 6.2.3. El nombre de punts fixos de la involucio´ S2w8S2 en Y0(N) e´s
igual al nombre de punts fixos de w8 en Y0(N).
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Demostracio´. Si τ e´s un punt fix de S2w8S2 per ser S2 del normalitzador de
Γ0(N) es compleix
w8S2τ = γS2τ.
Posant τ ′ = S2τ obtenim que τ ′ e´s un punt fix de w8 en Y0(N). Com que S2
e´s una involucio´ de X0(N) obtenim el resultat.
Corol.lari 6.2.4. Seguint la notacio´ del corol.lari anterior tenim g88 = 4 i
g72 = 2.
Demostracio´. La prova e´s la mateixa que en l’anterior corol.lari, pero` en
aquesta situacio´ coneixem tots els punts el.l´ıptics d’ordre 2 que apareixen en
el grup fuchsia` Γ0(N) ∪ S2w8S2Γ0(N).
6.3 Estudi de la involucio´ S2w8S2w8
Denotem per w8 =
1√
2
(
4k 1/2
4tu 4
)
. Aleshores podem escriure
S2w8S2w8 =
(
8k2 + 5tu+ 8ktu+ 2tu2 5 + 5k + 5tu
2
4tu(2 + 2k + tu) 8 + 5tu
)
Lema 6.3.1. Una fita pel nombre de punts fixos a Y0(N) de S2w8S2w8 e´s:
4(υ(2) + υ(3))
on υ(i) e´s el nombre de punts el.l´ıptics d’ordre i de X0(N/4).
Demostracio´. De S2w8S2w8τ = γτ , γ ∈ Γ0(N) tenim:(
8k2 + 5tu+ 8ktu+ 2tu2 10 + 10k + 5tu
2tu(2 + 2k + tu) 8 + 5tu
)(
1 0
0 1/2
)
τ =
(
1 0
0 1/2
)
γτ
i d’aqu´ı (
8k2 + 5tu+ 8ktu+ 2tu2 10 + 10k + 5tu
2tu(2 + 2k + tu) 8 + 5tu
)
2τ = δ2τ
amb δ ∈ Γ0(N/2, 2). Per ser (tu, 2) = 1, la matriu de l’esquerra e´s de
Γ0(N/4)\Γ0(N/2). Per tant, 2τ e´s un punt el.l´ıptic de Γ0(N/4) i aixo` conclou
la demostracio´.
Corol.lari 6.3.2. Sigui gN el ge`nere de X0(N)/S2w8S2w8, llavors g56 = 3,
g88 = 5 i g72 = 3.
Demostracio´. La prova es ana`loga al corol.lari de la seccio´ anterior.
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6.4 L’estudi de wsS2w8S2
Considerem ws amb (s, 2) = 1.
Lema 6.4.1. El nombre de punts fixos de wsS2w8S2 a Y0(N) ve fitat per
4υ(s2, N/4) on υ(s2, N/4) denota el nombre de punts fixos de la involucio´
d’Atkin-Lehner ws2 a X0(N/4).
Demostracio´. Si escrivim N = 8t,
ws =
1√
s
(
si 1
8tq s
)
i S2w8S2 =
1√
2
(
2(2k + tu) 2k + tu+ 5
2
4tu 2(2 + tu)
)
obtenim
wsS2w8S2 = 1√2s
(
2(2ksi+ 2tu+ situ) 8+5si+4ksi+4tu+2situ2
4(8ktq + stu+ 4tqtu) 2(2s+ 10tq + 8ktq + stu+ 4tqtu)
)
i d’aqu´ı:(
2(2ksi+ 2tu+ situ) 8 + 5si+ 4ksi+ 4tu+ 2situ
2(8ktq + stu+ 4tqtu) 2(2s+ 10tq + 8ktq + stu+ 4tqtu)
)
2τ = δ2τ
amb δ ∈ Γ0(N/2, 2). L’expressio´ de l’esquerra correspon a la involucio´ w2s
de X0(N/4).
Corol.lari 6.4.2. Denotem per gN,s el ge`nere de X0(N)/wsS2w8S2. Llavors
g88,11 ≥ 3.
Demostracio´. w22 te´ 2 punts fixos a X0(22), per tant,
12 ≤ 2g88,11 − 2 +m+ 4
En aquest cas m = 4, d’on obtenim g88,11 ≥ 3.
Lema 6.4.3. El nombre de punts fixos de la involucio´ wsS2w8S2 a Y0(N) e´s
igual al nombre de punts fixos de la involucio´ wsw8 a Y0(N).
Demostracio´. Notem que si τ e´s un punt fix de la involucio´ en Y0(N) , pel
fet que S2 commuta amb ws i e´s del normalitzador de Γ0(N) tenim
wsw8S2τ = γS2τ
amb γ ∈ Γ0(N). Posant τ ′ = S2τ , obtenim que τ ′ e´s un punt fix en Y0(N)
de la involucio´ wsw8. Desfent el canvi obtenim el resultat.
Corol.lari 6.4.4. En la notacio´ del corol.lari anterior tenim: g88,11 = 4,
g72,9 = 2 i g56,7 = 1.
Demostracio´. La prova e´s la mateixa que en el lema anterior, pero` en aquest
cas coneixem els punts fixos de la involucio´.
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6.5 La involucio´ wsS2w8S2w8
Lema 6.5.1. El nombre de punts fixos de la involucio´ wsS2w8S2w8 a Y0(N)
e´s igual al nombre de punts fixos de la involucio´ wsS2 a Y0(N/2) i que no
so´n fixos per la involucio´ wsS2 a Y0(N).
Demostracio´. Com que S2 i ws commuten tenim que si τ ∈ Y0(N) e´s un punt
fix de la involucio´ wsS2w8S2w8 compleix
wsS2τ = γw8S2w8τ
amb γ ∈ Γ0(N). Observem que S2 i ws so´n tant involucions de X0(N) com
de X0(N/2). Llavors, fent la projeccio´, τ e´s un punt fix de la involucio´ wsS2
en Y0(N/2). Com que puja a dos punts en Y0(N), (X0(N/2) no te´ punts
el.l´ıptics) no ha de ser punt fix per la involucio´ wsS2.
Corol.lari 6.5.2. Denotem per gN el ge`nere de X0(N)/wsS2w8S2w8. Lla-
vors g56 = 3, g72 = 1 i g88 = 5.
Demostracio´. Fem el cas N = 88, els altres dos casos es fan de la mateixa
manera. Un obte´ que el nombre de punts fixos de w11S2 en Y0(44) e´s 6, i el
nombre de punts fixos de w11S2 en Y0(88) 12. Per tant, a Y0(88) no hi tenim
punts fixos per la involucio´ wsS2w8S2w8, la qual tampoc deixa cap punta de
X0(88) fixa. Aix´ı
12 = 2g88 − 2 + 4
i d’aqu´ı g88 = 5.
6.6 Conclusio´ en el cas 8||N
Proposicio´ 6.6.1. La corba modular X0(88) no e´s biel.l´ıptica
Demostracio´. Totes les seves involucions han estat estudiades en aquest cap´ı-
tol i en l’anterior. En tots els casos el quocient per les involucions te´ ge`nere
superior a dos.
Corol.lari 6.6.2. Totes les involucions biel.l´ıptiques de X0(56) so´n w7, w56
i w7S2w8S2.
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Cap´ıtol 7
La corba modular X0(90)
Anem a estudiar totes les involucions de X0(90) per si n’hi ha alguna de
biel.l´ıptica. Sigui υ ∈ Aut(X0(90)) = Norm(Γ0(90)) una involucio´ i denotem
per g el ge`nere de la corba X0(90)/υ. Com que el ge`nere de X0(90) e´s 11 i
te´ 16 puntes obtenim:
18 = 2g − 2 +m+
r∑
i=1
1
2
on m denota el nombre de les puntes no (Γ0(90) ∪ υΓ0(90))-equivalents i r
el nombre de punts el.l´ıptics del grup fuchsia` Γ0(90)∪ υΓ0(90), que tambe´ es
correspon amb el nombre de punts fixos en Y0(90) de la involucio´ υ.
Lema 7.1. Totes les involucions de X0(90), llevat les del tipus d’Atkin-
Lehner que ja coneixem, so´n les segu¨ents 1:
S3w9S
2
3 =
( −13 −22
3−30 −17
)
S23w9S3 =
( −23 −16
3−30 −7
)
w10S3w9S
2
3 =
(
2075
√
10 35123
3
√
10
10689
√
10 6031
√
10
)
w10S
2
3w9S3 =
(
3595
√
10 25013
3
√
10
18519
√
10 4295
√
10
)
w5S3 =
(
−7√5 − 32
3
√
5
−36√5 −11√5
)
w5S
2
3 =
(
−7√5 − 67
3
√
5
−36√5 −23√5
)
1Nota: Importa l’ordre en el que anotem les involucions
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w5w9S3w9 =
(
−143√5 74√
5
−744√5 77√5
)
w5w9S
2
3w9 =
(
−293√5 149√
5
−1524√5 155√5
)
w2S3 =
(
23
√
2 49
3
√
2
45
√
2 16
√
2
)
w2S
2
3 =
(
23
√
2 95
3
√
2
45
√
2 31
√
2
)
w2w9S3w9 =
(
817
√
2 −169√
2
1605
√
2 −166√2
)
w2w9S
2
3w9 =
(
1657
√
2 −337√
2
3255
√
2 −331√2
)
Demostracio´. Hem vist, pel corol.lari 3.1.17, que tot element es pot escriure
com wδα on δ = 1, 2, 5 o 10 i α ∈ {w9, S3|w29 = S33 = (w9S3)3 = 1}. Escrivint-
los tots i calculant quins tenen el seu quadrat en Γ0(90) s’obte´ l’enunciat.
Lema 7.2. Les involucions S3w9S
2
3 i S
2
3w9S3 no so´n biel
.l´ıptiques.
Demostracio´. Fem la prova en el cas S3w9S
2
3 . L’altre cas e´s exactament
ana`log. Escrivim:
S3w9S
2
3 =
(
1 0
0 3
)( −13 −22
−10 −17
)(
1 0
0 1
3
)
Si τ ∈ Y0(90) e´s un punt fix per la involucio´ S3w9S23 llavors( −13 −22
−10 −17
)
3τ = δ3τ (7.1)
amb δ ∈ Γ0(30, 3). Considerem θ : X0(90) → X0(30) que sigui multiplicar
per 3, i proj : X0(30)→ X0(10). Observem que si τ e´s un punt fix a Y0(90)
de S3w9S
2
3 es correspon, via proj ◦ θ, amb un dels dos punts el.l´ıptics de
X0(10) per la igualat 7.1; anomenem aquests dos punts τ1, τ2. Anem a fer
un estudi del nombre d’elements que poden pujar τ1, τ2 a punts de X0(90)
via el morfisme proj ◦ θ. Com X0(30) no te´ punts el.l´ıptics i els dos punts
el.l´ıptics de X0(10) so´n d’ordre 2 #proj
−1(τi) ≤ 3 per i = 1, 2, per tant,
#(proj ◦ θ)−1(τi) ≤ 9 per i = 1, 2. D’aqu´ı s’obte´ que el nombre ma`xim de
punts τ ∈ Y0(90) fixos per la involucio´ S3w9S23 e´s 18. Igualment, un ca`lcul
directe prova que el nombre de puntes Γ0(90)∪S3w9S23Γ0(90)-no equivalents
e´s 8. Si g e´s el ge`nere de X0(90)/S3w9S
2
3 , aplicant 5.2.8 s’obte´:
18 ≤ 2g − 2 + 8 + 9
i per tant g ≥ 2 d’on la involucio´ no e´s biel.l´ıptica.
Lema 7.3. Les involucions w2S3, w2S
2
3 , w2w9S3w9 i w2w9S
2
3w9 no so´n in-
volucions biel.l´ıptiques.
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Demostracio´. Considerem
w2S
2
3 =
1√
2
(
46 95
3
90 62
)
=
1√
2
(
1 0
0 3
)(
46 95
30 62
)(
1 0
0 1
3
)
Si τ ∈ Y0(90) punt fix per la involucio´ w2S23 llavors
1√
2
(
46 95
30 62
)
3τ = δ3τ
i τ ′ = 3τ = θ(τ), (θ : X0(90) → X0(30) multiplicar per 3), e´s un punt fix
de la involucio´ d’Atkin-Lehner w2 de X0(30) que no te´ cap punt fix. Per
tant obtenim que w2S
2
3 no te´ punts fixos en Y0(90). Aix´ı si g e´s el ge`nere de
X0(90)/w2S
2
3 obtenim utilitzant 5.2.8:
18 = 2g − 2 +m
on m e´s el nombre de puntes del grup fuchsia` Γ0(90) ∪ w2S23Γ0(90), menor
que el nombre de puntes del grup fuchsia` Γ0(90), que e´s 16, i d’aqu´ı obtenim
g ≥ 2. Aix´ı la involucio´ w2S23 no e´s biel.l´ıptica. Demostracio´ ana`loga pels
casos restants.
Lema 7.4. Les involucions w5S3, w5S
2
3 , w5w9S3w9 i w5w9S
2
3w9 no so´n in-
volucions biel.l´ıptiques.
Demostracio´. Considerem w5S3.
Escrivim
w5S3 =
1√
5
( −35 −32
3−180 −55
)
=
1√
3
(
1 0
0 3
)( −35 −32
−60 −55
)(
1 0
0 1
3
)
Si τ ∈ Y0(90) e´s un punt fix de w5S3 tenim
1√
5
( −35 −32
−60 −55
)
3τ = δ3τ
on δ ∈ Γ0(30, 3). Per tant, τ ′ = 3τ e´s un dels 4 punts fixos de la involucio´
w5 en X0(30). Com que X0(90) → X0(30) te´ grau 3 com a molt el nombre
de punts fixos de la involucio´ w5S3 en Y0(90) e´s 12. Com que la involucio´ no
deixa cap punta fixa obtenim, si g = ge`nere(X0(90)/w5S3), utilitzant 5.2.8:
18 ≤ 2g − 2 + 8 + 6
i d’aqu´ı g ≥ 2.
Les altres involucions es tracten exactament igual, observant que totes les
involucions del lema no deixen cap punta de X0(90) fixa.
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Lema 7.5. Les involucions w10S3w9S
2
3 i w10S
2
3w9S3 no so´n biel
.l´ıptiques.
Demostracio´. Denotem per i = w10 i
′ = w10S3w9S23 o w10S
2
3w9S3. Llavors si
τ ∈ Y0(N) e´s un punt fix de la involucio´ i compleix(
1 0
0 3
)
w10103τ = γτ γ ∈ Γ0(90)
i tambe´
w10103τ = δ3τ, δ ∈ Γ0(30, 3) (7.2)
on w1010 e´s la involucio´ d’Atkin-Lehner en X0(10). Per tant es correspon amb
algun dels dos punts fixos de la involucio´ w10 en Y0(10) via el morfisme
X0(90)→ X0(10) (multiplicar per 3). Anem a fer un estudi me´s profund del
nombre de punts que pot pujar complint la condicio´ anterior. Observem, altre
cop treballant en Y0(90), que els punts fixos τ de la involucio´ i compleixen
w10τ = γi
′τ
, amb γ ∈ Γ0(90), pel fet que w10 i i′ commuten i so´n del Norm(Γ0(90)).
D’aqu´ı, quan i′ = S3w9S23 escrivint γ =
(
a b
90c d
)
obtenim:
1√
10
(
10k 1
90t 10
)
τ =
(
1 0
0 3
)(
a 3b
30c d
)( −13 −22
−10 −17
)
3τ (7.3)
Del fet que
( −13 −22
−10 −17
)
= β
(
1 1
10 11
)
, β ∈ Γ0(30) tenim
w30103τ =
1√
10
(
10k 3
30t 10
)
3τ = β′
(
1 1
10 11
)
3τ (7.4)
β′ ∈ Γ0(30). Raonant de manera ana`loga per a i′ = S23w9S3 e´s compleix:
w30103τ =
1√
10
(
10k 3
30t 10
)
3τ = β′′
(
3 2
10 7
)
3τ (7.5)
β′′ ∈ Γ0(30). Llavors la condicio´ que han de complir els punts τ ′ = 3τ en
Y0(30) que pugen a punts fixos per la involucio´ i en Y0(90) via el morfisme
multiplicar per 3 ve donada per les igualtats 7.4 o 7.5, segons correspongui.
Provem que el nombre de punts en Y0(30) complint la condicio´ 7.4,7.5
e´s fitat per 6. En efecte, sigui τ1 un dels dos punts fixos de w10 en Y0(10)
(podem suposar-ho no el.l´ıptic), que puja a 4 punts en Y0(30) : τ1,1,τ1,2,τ1,3 i
59
τ1,4 on τ1,i = γiτ1,1 on Γ0(10) = ∪4i=1Γ0(30)γi amb γ1 = id, γ2 =
(
1 1
10 11
)
,
γ3 =
( −1 −1
10 9
)
i γ4 =
(
3 2
10 7
)
. La condicio´ 7.5,7.4 no la compleixen
tots aquests 4 punts de Y0(30). En efecte, si tots ho complissin tindriem el
segu¨ent:
En el cas i = w10S3w9S
2
3 , w
30
10τ1,j = βγ2τ1,j, β ∈ Γ0(30). Com que w3010 no te´
punts fixos a X0(30) llavors w
30
10τ1,1 = βγ2τ1,1 = βτ1,2 i w
30
10τ1,2 = β1γ2τ1,2 =
β′′′τ1,1 amb β, β1, β′′′ ∈ Γ0(30) i, per tant, γ22 ∈ Γ0(30). Com que w3010τ1,3 = τ1,4
aleshores γ2γ3γ
−1
4 ∈ Γ0(30). Aixo` entra en contradiccio´ amb el fet que τ1 no
e´s el.l´ıptic.
En el cas i = w10S
2
3w9S3, llavors w
30
10τ1,1 = βγ4τ1,1 i raonant igual que abans
tenim γ24 ∈ Γ0(30), en contradiccio´ tambe´ amb la hipo`tesi de ser τ1 no el.l´ıptic.
Tenim ara que com a molt hi ha 18 punts en Y0(90) fixos per la involucio´
i, llavors si g = ge`nere(X0(90)/i) i notant que la involucio´ i no deixa cap
punta fixa de X0(90) tenim:
18 ≤ 2g − 2 + 8 + 9
i d’aqu´ı g > 1.
Tots els lemes anteriors proven:
Proposicio´ 7.6. La corba modular X0(90) no e´s biel.l´ıptica.
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Cap´ıtol 8
L’estudi via parametritzacions
8.1 Introduccio´ del problema via parametritza-
cions
El nostre problema consisteix en trobar els N pels quals existeix
ϕ : X0(N)→ E
amb deg(ϕ) = 2.
Definicio´ 8.1.1. Sigui E una corba el.l´ıptica. Un morfisme ϕ de X0(N)→
E de grau finit s’anomena una parametritzacio´ modular de la corba el.l´ıptica
E.
Ens interessa determinar les corbes el.l´ıptiques que admeten una parame-
tritzacio´ modular de grau 2 i determinar elsN corresponents. Hem demostrat
en el cap´ıtol 2 que si tenim una corba bieÃl.l´ıptica amb ge`nere superior o igual
a 6 definida sobre un cos de nombres K, podem definir la parametritzacio´
tambe´ sobre K. Com que X0(N) esta` definida sobre Q, pels N suficientment
grans E i ϕ tambe´ estan definits sobre Q si X0(N) e´s biel.l´ıptica . Ens
centrarem en parametritzacions modulars on ϕ i E estan definits sobre Q
i les anomenarem parametritzacions modulars sobre Q. Via aquest estudi
i utilitzant el resultat 2.16 es caracteritzaran dins de les corbes modulars
X0(N) quines tenen un nombre no finit de punts quadra`tics sobre Q.
8.2 Parametritzacions modulars via sup.Riemann
Considerem una parametritzacio´ modular
ϕ : X0(N)(C)→ E(C)
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en tota aquesta seccio´. Tenim un isomorfisme de varietats complexes i, me´s
encara, de grups de Lie entre E i C/Λ, on Λ e´s una xarxa en C ( [35] VI §4),
donat per
ψ : C/Λ→ E
z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)
A me´s, si y2+ a1xy+ a3y = x
3+ a2x
2+ a4x+ a6 e´s un model de Weierstrass
per a la corba E llavors ψ∗( dx
2y+a1x+a3
) = dz.
Posem doncs:
ϕ : Γ0(N)\H→ C/Λ
Si z denota la variable en C/Λ i τ en H, aleshores dz e´s una diferencial
holomorfa en C/Λ i podem considerar la diferencial regular ϕ∗(dz) de X0(N).
Proposicio´ 8.2.1. Hi ha un isomorfisme entre
S2(Γ0(N))→ ΩX0(N)
f 7→ 2piif(τ)dτ
on ΩX0(N) denota l’espai de les diferencials regulars de la corba X0(N).
Aix´ı a una parametritzacio´ modular li correspon una forma cuspidal de
pes 2 en Γ0(N).
Considerem ara per a cada superf´ıcie de Riemann el seu recobridor universal:
pi1 : H→ X0(N)
pi2 = proj : C→ C/Λ
Per la propietat del lifting d’aplicacions existeix ϕ˜ : H → C fent el segu¨ent
diagrama commutatiu:
H
C
X0(N)
C/Λ
ff
ff
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Abans hem observat que ϕ∗(dz) = d(z ◦ ϕ) = 2piif(τ)dτ e´s una diferencial
exacta de X0(N). Recordem el segu¨ent resultat ([16] 10.8)
Teorema 8.2.2. Suposem que X e´s una superf´ıcie de Riemann i sigui pi′ :
X˜ → X el seu recobriment universal. Suposem que ω e´s una diferencial
holomorfa tancada i F una primitiva de pi′∗(ω) en X˜ (que sempre existeix
62
([16] 10.6). Primitiva vol dir dF = ω). Si c : [0, 1] → X e´s una corba
diferenciable a trossos i si cˆ : [0, 1]→ X˜ e´s un lifting de c, llavors s’obte´:∫
c
ω = F (cˆ(1))− F (cˆ(2)) =
∫
cˆ
pi′∗ω
A me´s, no depe`n de la eleccio´ de la primitiva F ni del lifting de la corba c.
Apliquem l’anterior resultat. Pel diagrama commutatiu:
(proj ◦ ϕ˜)∗(dz) = (ϕ ◦ pi1)∗(dz)
d’on tenim ϕ˜∗(dz) = pi1∗(2piif(τ)dτ). Fixem punts τ0 ∈ X0(N) i τ˜0 ∈ H amb
pi1(τ˜0) = τ0; i per a qualsevol altre punt τ1 ∈ X0(N) sigui c un camı´ de τ0 en
τ1. Aleshores ∫
c
2piif(τ)dτ =
∫ cˆ(1)
τˆ0
ϕ˜∗(dτ) = ϕ˜(cˆ(1))− ϕ˜(τˆ0)
i d’aqu´ı
ϕ˜(cˆ(1))− ϕ˜(τˆ0) =
∫ cˆ(1)
τˆ0
pi∗1(2piif(τ)dτ
Observem que pi1 e´s realment l’accio´ de pi1(X0(N)) aH que correspon a l’accio´
de Γ0(N). Llavors
ϕf (τˆ) :=
∫ τ˜
τ˜0
2piif(τ)dτ = ϕ˜(τˆ)− ϕ˜(τˆ0)
i, per tant, llevat d’una constant podem pensar ϕ˜ = ϕf .
Sigui σ ∈ pi1(X0(N)). Tenim:∫
σ
ϕ∗(dz) =
∫ γτˆ0
τˆ0
2piif(τ)dτ ∈ C
per algun γ ∈ Γ0(N). Pel diagrama commutatiu,
∫
σ
ϕ∗(dz) ∈ Λ. Tot γ ∈
Γ0(N) dona un camı´ en pi1(X0(N)) i si denotem per Λ
′ = {∫
σ
ϕ∗(dz)|σ ∈
pi1(X0(N))} ⊂ Λ ( que forma un subgrup additiu de C pel fet que
∫
σδ
ϕ∗(dz) =∫
σ
ϕ∗(dz) +
∫
δ
ϕ∗(dz). A me´s e´s abelia`), podem substituir pi1(X0(N)) per
H1(X0(N),Z) d’on ϕ factoritza a trave´s de ψ′ : X0(N) → C/Λ′. Observem
tot seguit que Λ = Λ′. En efecte, tenim
X0(N)
ψ′−→ C/Λ′ proj−→ C/Λ
on ϕ = proj ◦ ψ′. Com que ϕ e´s de fibra finita, Λ′ e´s una xarxa de C. A
me´s ψ′∗(dz) = 2piif(τ)dτ i ϕ∗(dz) = ψ′∗(dz), d’on proj∗ = ±id i Λ = Λ′.
63
Proposicio´ 8.2.3. Si ϕ : X0(N) → C/Λ e´s una parametritzacio´ modular
amb ϕ∗(dz) = 2piif(τ)dτ podem pensar-la com ϕ(P ) =
∫ P
P0
2piif(τ)dτ , on P0
e´s un punt fixat i Λ = {∫
σ
2piif(τ)dτ | σ ∈ H1(X0(N)(C),Z)}.
Partim tot seguit d’una f ∈ S2(Γ0(N)) i considerem
ϕf (τ) =
∫ τ
τ0
2piif(τ ′)dτ ′
per τ ∈ H i τ0 un punt fixat de H = H ∪Q ∪ {∞}; i definim
ϕf (s) = limw→s
∫ w
τ0
2piif(τ ′)dτ ′
si s ∈ H \H i w ∈ H.
Proposicio´ 8.2.4. Denotem per rf (γ)τ = ϕf (γτ) − ϕf (τ), on γ ∈ Γ0(N).
Es te´ llavors que rf (γ)τ no depe`n de τ i l’aplicacio´:
rf : Γ0(N)→ C
do´na un morfisme de grups abelians.
Demostracio´. La primera afirmacio´ es despre`n de la igualtat:
d
dτ
(ϕf (γτ)− ϕf (τ)) = 2pii((cτ + d)−2f(γτ)− f(τ)) = 0
per a tot τ ∈ H.
Finalment, la igualtat
rf (γβ) = ϕf (γβτ)− ϕf (βτ) + ϕf (βτ)− ϕf (τ)
prova la segona afirmacio´.
Corol.lari 8.2.5. Si Im(rf ) ⊂ Λ, on Λ e´s una xarxa de C, llavors ϕf indueix
una parametritzacio´ modular:
ϕ : Γ0(N)\H→ C/Λ
Anem a estudiar que` podem dir del deg(ϕ). Recordem que si tenim f, g ∈
S2(Γ0(N)) formes cuspidals tenim definit el producte intern de Petersson
donat per
< f, g >=
∫
D(Γ0(N))
f(τ ′)g(τ ′)dudv
on τ ′ = u+ iv i D(Γ0(N)) denota un domini fonamental per a Γ0(N).
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Proposicio´ 8.2.6 (Zagier). Sigui ϕ una parametritzacio´ modular. Si es te´
ϕ∗(dz) = 2piif(τ)dτ , llavors
||f ||2 = 1
4pi2
deg(ϕ)V ol(E = C/Λ)
Demostracio´.
||f ||2 = i
2
∫
D(Γ0(N))
f(τ ′)dτ ′ ∧ f(τ ′)dτ ′
=
i
8pi2
∫
D(Γ0(N))
ϕ∗(dz) ∧ ϕ∗(dz)
=
i
8pi2
deg(ϕ)
∫
E
dz ∧ dz = 1
4pi2
deg(ϕ)V ol(E)
on V ol(E) e´s l’a`rea del parel.lelep´ıpede fonamental per a la xarxa Λ.
Ens interessa d’alguna manera poder calcular els anteriors valors per a un
ca`lcul efectiu de deg(ϕ). Considerem D(Γ0(N)) de manera que sigui un
pol´ıgon hiperbo`lic (i.e. els seus ve`rtexs so´n punts interiors o de la frontera
de H) que te´ un nombre finit de costats identificats dos a dos a H/Γ0(N).
Numerem els ve`rtexs Pj amb j en un conjunt d’´ındexs J = Z/r de forma
que Pj+1 e´s el successor de Pj amb la orientacio´ natural. Sigui ej el costat
PjPj+1, i e
∗
j el costat que s’identifica amb ej i γj ∈ Γ0(N) l’element que els
identifica; llavors es te´ γj∗ = γ
−1
j i γj(Pj) = Pj∗+1. L’aplicacio´ T : J → J
tal que T (j) = j∗ + 1 trenca J en un nombre finit d’o`rbites [j] = {j =
T l(j), T (j), . . . , T l−1(j)}, de manera que dos ve`rtexs Pj i Pj′ estan identificats
en H/Γ0(N) si i sols si j, j′ so´n de la mateixa o`rbita. Triem un punt base j0
en cada o`rbita i definim un ordre parcial en J per: j < j′ si
[j] = [j′] i j = Tα(j0), j′ = T β(j0), amb 0 ≤ α < β < l
Teorema 8.2.7 (Zagier). Sigui f ∈ S2(Γ0(N)) i sigui {γj}j∈J un sistema
de generadors de Γ0(N) obtingut a partir de D(Γ0(N)) (com l’explicitat an-
teriorment). Llavors:
||f ||2 = 1
8pi2
∑
j,j′∈J
j<j′
Im(rf (γj)rf (γj′))
A me´s, si rf (Γ0(N)) ⊂ Λ = Zω1 + Zω2 (τ = ω1/ω2 ∈ H) es te´:
deg(ϕ) =
1
2
∑
j,j′∈J
j<j′
(n1(γj)n2(γj′)− n2(γj)n1(γj′))
on n1 i n2 so´n els morfismes de grup d’escriure rf (γ) = n1(γ)ω1 + n2(γ)ω2.
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Per a la prova consulteu [41]. Me´s endavant, pel cas en que f e´s una
forma cuspidal, f =
∑
aiq
ni q = e2pii amb ai ∈ Q es prova un ca`lcul per a
deg(ϕ).
Nota 8.2.8. Notem que el fet que rf (Γ0(N)) sigui una xarxa e´s una condicio´
supe`rflua si f , la forma modular, ve donada per una parametritzacio´ modu-
lar que en el nostre treball sempre suposarem que existeix i, per tant, aixo`
sera` d’utilitat per a la computacio´ del deg(ϕ), aplicant els resultats de les
proposicions 8.2.3,8.2.6 i el teorema 8.2.7.
8.3 Parametritzacions fortes
Considerem en aquesta seccio´ una parametritzacio´ modular definida sobre
Q, ϕ : X0(N)→ E. Llavors, la diferencial cano`nica del model de Ne´ron e´s
ω =
dx
2y + a1x+ a3
on y2+a1xy+a3y = x
3+a2x
2+a4x+a6 e´s un model de Weierstrass minimal
per a E. Podem pensar que la parametritzacio´ modular ϕ satisfa` ϕ(i∞) = 0
(fent una translacio´ en E, si cal). Observem que ϕ∗ω = 2piif(τ)dτ i pel fet
d’estar tot definit sobre Q, f =
∑
n≥1 anq
n amb ai ∈ Q.
Proposicio´ 8.3.1. Sigui ϕ una parametritzacio´ modular definida sobre Q.
Llavors, ϕ∗ω = f dq
q
i f e´s vector propi per a tots els operadors de Hecke Tp,
(p,N) = 1.
Demostracio´.
Jac(X0(N))
E
X0(N) -
?
HHHHHj
ϕˆ
φ
ϕ
La descomposicio´ de la Jacobiana en factors Q−simples , Jac(X0(N)) ∼Q∏
Amii , es correspon amb la descomposicio´ de l’espai S2(Γ0(N)) = ⊕Si,mi ,
on Si,mi =< {fσ|Bdi} > i σ recorre les immersions del cos de coeficients de la
forma modular Kf = Q({an}). Els elements de cada subespai Si,mi so´n vec-
tors propis dels operadors de Hecke Tp,(p,N) = 1, i tenen, llevat d’un nombre
finit de p’s, els mateixos valors propis. A me´s, l’anterior descomposicio´ de
S2(Γ0(N)) indueix una descomposicio´ a l’espai de les diferencials regulars de
Jac(X0(N)) i tambe´ a ΩX0(N) via l’isomorfisa que envia ω ∈ ΩJac(X0(N)) a
ω ◦ φ.
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En ser ϕˆ :
∏
iA
mi
i → E amb Amii no Q-iso`gens dos a dos tenim ϕˆ =
∏
i ϕˆi.
Si ϕˆi 6= 0 aixo` ens diu que E e´s Q-iso`gen a algun factor de Amii i, per tant,
nome´s hi pot haver un i tal que ϕˆi 6= 0.
Aix´ı, la diferencial ω′ = ϕˆ∗(ω) correspon al factor en la descomposicio´ de les
diferencials regulars que prove´ de Amii i ω
′ ◦ φ = f dq
q
= ϕ∗(ω). D’aqu´ı que f
ha de correspondre al factor que prove´ de Si,mi .
Si f e´s una forma nova llavors ([4]) podem escriure f com
f = cq(1 +
∑
n≥1
an+1q
n) = cg,
amb c ∈ Q∗ i g e´s una forma nova normalitzada.
Definicio´ 8.3.2. Si ϕ e´s una parametritzacio´ modular definida sobre Q tal
que ϕ∗(ω) = 2piif(τ)dτ , amb la notacio´ anterior, i f e´s una forma modular
nova, en el sentit que es ortogonal respecte del producte escalar de Petersson
al subespai generat per les formes cuspidals de pes 2 velles, diem que ϕ e´s
una parametritzacio´ de`bil de Weil.
Definicio´ 8.3.3. Suposem que tenim una parametritzacio´ de`bil de Weil ϕ.
Aleshores ϕ∗(ω) = f(τ)dq
q
, on f(τ) = c(1 +
∑
n≥1 an+1q
n)q amb c ∈ Q∗.
Definim la constant de Manin de la parametritzacio´ ϕ com el valor c ∈ Q∗.
Anem a fer un petit estudi sobre les parametritzacions modulars de`bils
de Weil.
Definicio´ 8.3.4. Considerem dos parametritzacions modulars de`bils de Weil
que es trobin formant el segu¨ent diagrama commutatiu:
E ′
E
X0(N) -
?
@
@
@@R
β
ϕ′
ϕ
Diem llavors que ϕ′ domina a ϕ i ho denotem ϕ′ ≥ ϕ. Observem que en
l’anterior situacio´ ker(β) e´s finit i, per tant, E ′ i E estan dins de la mateixa
classe de Q-isoge`nia i, en particular, tenen ambdues el mateix conductor
geome`tric.
En [40], [25] i [13] s’anota el segu¨ent resultat
Teorema 8.3.5. Considerem totes les parametritzacions de`bils de Weil dins
d’una classe de Q-isoge`nia de E, corba el.l´ıptica sobre Q que admet una
parametritzacio´ de`bil de Weil. Llavors n’existeix una de maximal respecte
de la relacio´ ≥. A me´s, aquesta parametritzacio´ maximal e´s u´nica llevat del
signe i l’anomenem parametritzacio´ modular forta de Weil.
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Per a la prova de l’anterior resultat cal notar que si tenim una parametrit-
zacio´ modular forta de Weil llavors E ↪→ Jac(X0(N))Q e´s una immersio´
tancada. Del principi de multiplicitat 1 de formes modulars se segueix que
aquesta immersio´ e´s u´nica llevat del signe, i la parametritzacio´ modular s’obte´
de
X0(N)→ ̂Jac(X0(N)) ∼= Jac(X0(N))→ Ê ∼= E
on X0(N)→ Jac(X0(N) e´s l’aplicacio´ natural i l’altra e´s l’aplicacio´ dual de
la immersio´, [13].
Ens interessa, donada una parametritzacio´ modular ϕ definida sobre Q, es-
tudiar el deg(ϕ). Pel nostre propo`sit caldra` centrar-nos en parametritzacions
modulars fortes ja que tota parametritzacio´ de`bil de Weil factoritza a traves
d’una forta i ens interessa el ca`lcul de parametritzacions amb deg(ϕ) = 2.
Observem, a me´s, que si tenim una parametritzacio´ de`bil de Weil considerant
altre cop el diagrama commutatiu segu¨ent:
Jac(X0(N))
E
X0(N) -
?
HHHHHj
ϕˆ
φ
ϕ
i seguint el mateix argument que en la proposicio´ 8.3.1 podem escriure
Jac(X0(N)) ∼Q
∏
Amii , Ai so´n factors simples corresponents a una descom-
posicio´ de S2(Γ0(N)). Com que estem suposant ara que la parametritzacio´
modular ϕ : X0(N) → E ve donada per una forma cuspidal nova de pes 2
, aquesta diferencial correspon a un Si,mi . Pel fet de ser f = ϕ
∗(ω) nova
i definida sobre Q li correspon un u´nic factor Ai de la jacobiana sobre Q
amb mi = 1 i dimAi = 1 via el teorema 3.2.7(f correspon a un Si,mi que
te´ dimensio´ 1). Per tant, E e´s Q-iso`gen al factor Ai, factor simple de la
Jacobiana; s’obte´ el segu¨ent resultat:
Teorema 8.3.6 (Birch-Swinnerton-Dyer,[40]). Hi ha una bijeccio´ entre
les corbes el.l´ıptiques definides sobre Q que so´n imatges de X0(N) pero` no de
X0(M), amb M < N , i les formes noves de Γ0(N) amb coeficients a Q.
Anem a caracteritzar quines so´n aquestes possibles corbes el.l´ıptiques
Teorema 8.3.7 (Carayol, [6],[7],[8]). Si tenim una parametritzacio´ modu-
lar de`bil de Weil ϕ : X0(N) → E llavors el conductor geome`tric de E e´s
justament N .
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Conjectura 8.3.8 (Weil). 1 Sigui E una corba el.l´ıptica definida sobre Q
amb conductor geome`tric N . Aleshores hi ha una aplicacio´ no constant
X0(N)→ E definida sobre Q.
Anem a examinar l’enunciat de l’anterior conjectura: si E e´s una corba el-
l´ıptica sobreQ, la funcio´ zeta de la corba es defineix com ζE(s) =
∏
p L(Ep, p
−s),
on Ep e´s la reduccio´ de la corba el.l´ıptica en Fp , L(Ep, u) =
∏2
i=1(1−αiu)−1,
i els αi es calculen per la fo´rmula Nυ = 1+p
υ−∑αυi , α1α2 = p on Nυ denota
el nombre de punts sobre Fpυ . Si ζE(s) compleix unes certes equacions fun-
cionals [40], pel teorema de Weil, ζE(s) e´s la transformada de Mellin d’una
forma cuspidal de pes 2 que e´s vector propi per tots els operadors de Hecke
Tp, (p,N) = 1. A me´s, es pot veure que e´s una forma nova [40]; aixo` defineix
una corba el.l´ıptica i una parametritzacio´ modular X0(N) → E ′ sobre Q.
Llavors es prova el resultat:
Teorema 8.3.9 (Swinnerton-Dyer-Birch,[40]). Considerem X0(N), su-
posem que E e´s una corba el.l´ıptica definida sobre Q que e´s un factor simple
de la Jacobiana de X0(N). Considerem el pullback de la diferencial de E
en X0(N) i normalitzem l’anterior forma cuspidal de pes 2, escrivint-la com
F (τ) = q+ . . . . Llavors, llevat d’un nombre finit de factors, la transformada
de Mellin de F (τ) e´s igual a la funcio´ zeta de E.
Aix´ı, tant la corba el.l´ıptica E com E ′ tenen la mateixa funcio´ zeta, llevat
d’un nombre finit de factors i si l’invariant j de E no e´s un enter, E i E ′ so´n
Q-iso`genes (teorema de Serre[34]).
La conjectura de Weil equival a afirmar que cada corba el.l´ıptica definida
sobre Q e´s un factor Q-iso`gen a la jacobiana de X0(N) on N e´s el conductor
geome`tric de la corba el.l´ıptica.
Nosaltres partim d’una parametritzacio´ modular de`bil de Weil ϕ i obtenim
una parametritzacio´ modular forta. En la taula 1 de [43] s’hi troben totes les
corbes el.l´ıptiques (de conductorN ≤ 210) que poden admetre una parametrit-
zacio´ modular forta. Si ϕ : X0(N) → E e´s una parametritzacio´ modular
forta, ϕ∗(ω) = 2piif(τ)dτ amb f nova. Considerant que f e´s normalitzada
(e´s a dir amb constant de Manin = ±1) en [3] i [41] s’indica el co`mput de
||f || corresponent a E. Aixo` juntament amb el teorema 8.2.6 ens permet
calcular el grau de les parametritzacions modulars fortes, (veure taula 22 de
[42]). El fet d’haver considerat que f e´s una forma normalitzada, e´s a dir
que la constant de Manin te´ valor ±1, es recolza en la segu¨ent conjectura:
Conjectura 8.3.10 (Manin). Si ϕ e´s una parametritzacio´ forta de Weil
llavors la constant de Manin associada a la parametritzacio´ e´s igual a ±1.
1Anotem la importa`ncia d’aquesta conjectura, ja que la seva prova quan E e´s una corba
el.l´ıptica semiestable ha perme`s a Andrew Wiles provar el teorema de Fermat.
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Referent a l’anterior constant s’obte´ el segu¨ent resultat en [13]
Teorema 8.3.11 (Edixhoven). La constant de Manin per una parametrit-
zacio´ modular forta de Weil e´s un enter.
Per tant, pel teorema de Edixhoven, les taules de [42] que calculen el
deg(ϕ) (amb valor de la constant de Manin=1) ens so´n de gran utilitat i pels
valors de N tal que deg(ϕ) > 2 podem afirmar que la corba modular X0(N)
no pot ser biel.l´ıptica donada per una parametritzacio´ amb el pullback de la
diferencial forma nova. En particular,
Corol.lari 8.3.12. Mo`dul la conjectura de Manin 2 els u´nics N tal que la
involucio´ biel.l´ıptica ve donada per una forma parabo`lica nova so´n per N
26 30 34 35 37 38 39 40 43 44
45 48 50 51 53 54 55 56 61 62
64 65 69 79 83 89 92 94 101 131
( Consultar la taula 22 de [42]) Obtenim aix´ı, utilitzant la taula 20 de
[42], i seguint la notacio´ de [43]:
Corol.lari 8.3.13.
X0(35)/w5 = 35B X0(37)/w37 = 37A X0(37)/αw37 = 37C
X0(39)/w3 = 39B X0(43)/w43 = 43A X0(50)/w2 = 50E
X0(50)/w25 = 50A X0(53)/w53 = 53A X0(61)/w61 = 61A
X0(62)/w31 = 62A X0(65)/w65 = 65A X0(69)/w23 = 69A
X0(79)/w79 = 79A X0(83)/w83 = 83A X0(89)/w89 = 89C
X0(92)/w23 = 92A X0(94)/w47 = 94A X0(101)/w101 = 101A
X0(131)/w131 = 131A
Per a caracteritzar algun me´s d’aquests quocients de les corbes modulars
utilitzem la segu¨ent conjectura:
Conjectura 8.3.14 (Birch-Stephens). Sigui E una corba de`bil de Weil
de conductor N . Llavors el rang del grup de Mordell-Weil de E e´s senar
si i nome´s si la parametritzacio´ modular X0(N) → E factoritza a trave´s de
X0(N)/wN .
Corol.lari 8.3.15. Suposant certa la conjectura de Birch-Stephens per corbes
fortes de Weil, tenim llavors: X0(55)/w11 = 55B, X0(51)/w17 = 51A,
X0(38)/w19 = 38A, X0(44)/w11 = 44A, X0(54)/w27 = 54A i X0(56)/w7 =
56C.
2En l’article [25] s’estudien les parametritzacions modulars fortes donades en fer quo-
cients per involucions d’Atkin-Lehner, i s’obte´ la llista del corol.lari a excepcio´ de N =40,
45, 48, 64 i 65. Pel cas N = 65, en la llista 1 de [25] falta anotar-hi aquest cas, ja que la
involucio´ biel.l´ıptica e´s u´nica i e´s w65.
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Demostracio´. Sol cal observar les taules de la pag 16 de [25], la caracteritzacio´
de les involucions biel.l´ıptiques i la conjectura de Birch-Stephens.
8.4 Parametritzacions no fortes
L’existe`ncia d’una parametritzacio´ modular sobre Q, ϕ : X0(N) → E, en la
que la diferencial no correspongui a un forma modular nova, ens ve a dir que
la corba el.l´ıptica E pot ser tambe´ imatge de X0(M) amb M |N . A nosaltres
ens interessa el comportament dels graus. Denotem per ϕ la parametritzacio´
modular sobre Q. Tenim llavors el segu¨ent diagrama commutatiu, gra`cies al
teorema 3.2.7: ∏
{σf} J
m(f)
{σf}
E
X0(N) -
?
Z
Z
Z
Z~
ϕˆ
φ
ϕ
Com que els Jσf so´n Q-simples llavors ϕˆ : Jac(X0(N))→ E s’expressa com
ϕˆ =
∏
i ϕˆi ∈
∏
{σf}End(J
m(f)
{σf} , E). A me´s, sols hi ha una ϕˆi que e´s no nul-
la (argumentant de la mateixa manera que en la prova 8.3.1). Sigui doncs
ϕˆi ∈ End(Jm(f)σf , E), on la diferencial f dqq e´s vella. Notem que m(f) ≥ 2, ja
que, si m(f) = 1, el factor Q-simple Jσf e´s Q-iso`gen a E, ja que Kf = Q,
i, per tant, E seria una factor simple de Jac(X0(N)). Pels teoremes 8.3.6 i
3.2.7 deduim que la diferencial de la parametritzacio´ e´s nova, en contra del
cas actual; per tant m(f) ≥ 2.
Aix´ı Jσf e´s Q-iso`gen a E, i E pot ser parametritzat per X0(M), on M
e´s el nivell de f , ja que Jσf es correspon amb un factor Q-simple en la
jacobiana de X0(M) (veure teorema de Shimura 3.2.7). El pullback de ϕ
en Jac(X0(N)) es troba en l’espai de les diferencials regulars de J
m(f)
σf que
es correspon via l’isomorfisme ◦φ amb un subespai de S2(Γ0(N)): W =<
f, f |Bd, . . . , f |BN/M >, on f |Bd =
∑
anq
dn si f =
∑
anq
n. Per tant, ϕ∗(ω) =
2piih(τ)dτ , amb h ∈ W , per factoritzar a trave´s de la jacobiana. Despre´s
d’aquestes consideracions, podem preguntar-nos si el que esta passant a nivell
de Q-isoge`nia pot passar a nivell de morfismes, e´s a dir:
Pregunta 8.4.1. Sigui ϕ : X0(N) → E parametritzacio´ modular sobre Q
amb ϕ∗(ω) ∈ W . Factoritza ϕ a trave´s de X0(M) i de manera que el pull-
back de la diferencial e´s una forma cuspidal nova?
Anem a estudiar l’anterior qu¨estio´ utilitzant superf´ıcies de Riemann.
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Considerem
ϕ : X0(N)→ E = C/Λ ,
on ϕ∗(dz) = 2piih(τ)dτ i l’aplicacio´
ϕh : H→ C
τ 7→
∫ τ
i∞
2piih(τ ′)dτ ′ .
Observem que
d
dτ
{ϕh(aτ + b
cτ + d
)− ϕh(τ)} = 2pii{(cτ + d)−2h(aτ + b
cτ + d
)− h(τ)} = 0
per a
(
a b
c d
)
∈ Γ0(N) i g ∈ Γ0(N). D’aqu´ı obtenim que ϕh(γτ)−ϕh(τ) =
C(γ) ∀γ ∈ Γ0(N).
Considerem, a partir d’ara, h ∈ S2(Γ0(N)) de la forma h(τ) = f(eτ) on e|NM
i f ∈ S2(Γ0(M))new. Anem a estudiar si pot factoritzar a trave´s de X0(M).
Tenim l’aplicacio´
ϕh : X0(N)→ C/Λ1
on Λ1 = {
∫ γi∞
i∞ 2piih(τ
′)dτ ′|γ ∈ Γ0(N)}. Definim
ϕ′f : H→ C
com ϕ′f (τ) =
1
e
∫ τ
i∞ 2piif(τ
′)dτ ′. Observem que d
dτ
(ϕ′f (γτ)− ϕ′f (τ)) = 0, γ ∈
Γ0(N) i triant τ = i∞, tenim ϕ′f (γτ)− ϕ′f (τ) = C(γ) = 1e
∫ γi∞
i∞ 2piif(τ
′′)dτ ′′.
Per tant ϕ′f ens defineix una aplicacio´ ϕ
′
f : X0(M) → C/Λ2 on Λ2 =
{1
e
∫ γi∞
i∞ 2piif(τ
′)dτ ′|γ ∈ Γ0(M)}. Denotem per e : X0(N) → X0(M) multi-
plicar per e.
Lema 8.4.2. Tenim el segu¨ent diagrama commutatiu:
X0(N) → C/Λ1
e ↓ ↓ proj
X0(M) → C/Λ2
Demostracio´. Si τ ∈ X0(N), ϕ′f ◦ e(τ) = ϕ′f (eτ) = 1e
∫ eτ
i∞ 2piif(τ
′)dτ ′ =∫ τ
i∞ 2piih(τ
′′)dτ ′′=ϕh(τ). Nome´s cal veure que Λ1 ⊂ Λ2. En efecte, C1(γ) =
ϕh(γi∞) = 1e
∫ eγi∞
i∞ 2piif(τ
′′)dτ ′′ d’on si γ =
(
a b
Nc d
)
llavors
eγ =
(
a be
Nc
e
d
)
e = δe
Observem que δ ∈ Γ0(N/e, e) ⊂ Γ0(M), d’aqu´ı C1(γ) = C2(δ).
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Lema 8.4.3. En la situacio´ anterior deg(e) > deg(proj), si e 6= 1.
Demostracio´. Observem que Γ0(N/e, e) ∼= Γ0(N) via γ 7→ eγ 1e i que per a tot
δ ∈ Γ0(N/e, e) ⊂ Γ0(M) tenim C2(δ) = C1(γ) amb γ ∈ Γ0(N) i viceversa.
Per tant, si denotem per 1, α1, . . . , αn un sistema de representants per la
dreta de Γ0(M)/Γ0(N/e, e), de l’anterior isomorfisme es despre`n deg(e) =
[Γ0(M) : Γ0(N)] ≥ [Γ0(M) : Γ0(N/e, e)] = n. Notem que deg(proj) =
(Λ2 : Λ1). Com que Λ2 = ∪ni=1αiΛ1, llavors la xarxa Λ2 sera` me´s gran que
Λ1, tot depenent dels valors C2(αj) = C2,j =
1
e
∫ αji∞
i∞ 2piif(τ
′)dτ ′. Posem
αj =
(
1 j
0 1
)
/∈ Γ0(N/e, e) per j de 0 fins a e − 1. Com que tots aquests
deixen la punta i∞ fixa, aleshores C2,j = 0 i, per tant, sols els elements de
les classes laterals αi amb i ≥ e poden donar una xarxa me´s gran que Λ1.
Finalment, en ser C2 un morfisme additiu (8.2.4) , s’obte´ deg(proj) < n.
Proposicio´ 8.4.4. Seguint la notacio´ anterior suposem que e2|N i M =
N/e. Llavors tota parametritzacio´ modular de diferencial 2piih(eτ) factoritza
a trave´s de X0(M) a la mateixa corba el.l´ıptica.
Demostracio´. El mateix argument que en la demostracio´ anterior pero` pen-
sant que, en aquest cas, n = e i el sistema de representants de Γ0(M)/Γ0(N/e, e)
e´s {(
1 j
0 1
)
/∈ Γ0(N/e, e) | j = 1, . . . , e− 1
}
∪ {id}
i, per tant, Λ1 = Λ2.(Ja que en les condicions de l’enunciat de la proposicio´
e = [Γ0(M) : Γ0(N)] = [Γ0(M) : Γ0(M, e)] i C2(
(
1 j
0 1
)
) = 0).
Corol.lari 8.4.5. Si X0(N) e´s biel.l´ıptica amb 4|N i ϕ e´s la parametritzacio´
de grau 2 que te´ per diferencial 2piif(2nτ) amb 1 ≤ n ≤ [υ2(N)
2
] (f ∈
S2(Γ0(N))) llavors la parametritzacio´ modular e´s X0(N) → X0(N/2) on
X0(N/2) e´s una corba el.l´ıptica.
Demostracio´. Efectivament per la proposicio´ anterior tenim Λ1 = Λ2 i per
graus obtenim que X0(N/2) te´ ge`nere 1.
Corol.lari 8.4.6. Si X0(N) e´s biel.l´ıptica amb p
2|N , p primer senar, i ϕ e´s
la parametritzacio´ de grau 2 , llavors la diferencial ϕ∗(ω) = f dq
q
i f no e´s de
la forma h(pnτ), on h ∈ Snew2 (nivell(h)) amb 1 ≤ n ≤ [υp(N)2 ].
Demostracio´. Si la diferencial tingue´s l’anterior forma, la parametritzacio´
factoritzaria per X0(N/p) i, per tant, i comparant graus arribariem a con-
tradiccio´.
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Podr´ıem fer un estudi semblant per a cada una de les f |Bd i encara faltaria
estudiar les parametritzacions que provenen de combinacions lineals dels ele-
ments de W , per a poder donar una resposta completa a la pregunta 8.4.1.
En general s’obte´:
Nota 8.4.7. La pregunta 8.4.1 no te´ resposta afirmativa en general. E´s a
dir, si el pullback d’una parametritzacio´ modular e´s vella, no necessa`riament
factoritza. Un exemple es troba en la taula 20 de [42]. Considerem la corba
biel.l´ıptica X0(33) amb u´nica involucio´ biel.l´ıptica w33. S’obte´ X0(33)/w33 =
E, E = 11A, en la notacio´ de [43]. Si factoritze´s a trave´s de X0(M), amb
M |33, l’u´nica possibilitat, mirant els ge`neres, e´s per M = 11 i, per tant,
obtindr´ıem el segu¨ent diagrama commutatiu:
X0(11)
E
X0(33) -
?
@
@
@@R
ϕ′
β
ϕ
on calculant els graus arribem a contradiccio´.
Nota 8.4.8. Igualment, si tenim una parametritzacio´ modular sobre Q ϕ :
X0(N) → E, E correspon a un factor de la jacobiana mo`dul Q-isoge`nia.
Si no correspon a la part nova, correspon a J
m(f)
σf , m(f) ≥ 2. D’on E e´s
Q-iso`gena a Jσf i, gra`cies al teorema de Carayol, a una corba el.l´ıptica de
conductor exactament nivell(f), amb nivell(f)|N . Per tant,
Proposicio´ 8.4.9. Donada una parametritzacio´ modular sobre Q:
ϕ : X0(N)→ E,
el conductor geome`tric de E divideix N .
Corol.lari 8.4.10. Els N que compleixen #Γ2(X0(N),Q) =∞, amb ge`nere
de X0(N) ≥ 2 so´n u´nicament:
22 23 26 28 29
30 31 33 35 37
39 40 41 43 46
47 48 50 53 59
61 65 71 79 83
89 101 131
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Demostracio´. Per a cada N recordem que #Γ2(X0(N),Q) =∞ equival a que
X0(N) sigui hiperel.l´ıptica o biel.l´ıptica sobre Q, en l’u´ltim cas a una corba
el.l´ıptica E amb rankQE ≥ 1. Els N tals que X0(N) e´s hiperel.l´ıptica ja els
coneixem [30]. En els casos biel.l´ıptics fem la hipo`tesi que tot esta` definit
sobre Q. Per la proposicio´ 8.4.9 el conductor de E divideix N , i de les taules
de [9] descartem els N tals que tots els seus divisors do´nen corbes el.l´ıptiques
E amb rang nul. En els altres casos, la parametritzacio´ modular forta de
Weil seria l’u´nica parametritzacio´ modular (p.e. X0(92)). Aix´ı de la taula
20 de [42] i de la taula de [9] podem descartar-ne la resta. Un observa, pero`,
que l’anterior proce´s recorre tots els N tals que X0(N) e´s biel.l´ıptica, provant
l’enunciat.
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Cap´ıtol 9
Recull dels resultats
Com a consequ¨e`ncia dels lemes 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3, els resultats de teoria de
reduccio´, les proposicions 5.5.1,6.6.1 i el corol.lari 5.5.2, s’obte´ el segu¨ent
resultat:
Teorema 9.1. Hi ha exactament quaranta un valors de N , tals que la corba
modular X0(N) e´s biel.l´ıptica (ge`nere ≥ 2). A me´s, X0(N) admet una in-
volucio´ biel.l´ıptica del tipus Atkin-Lehner, llevat del cas X0(72) = X0(2
332).
El llistat dels N amb N 6= 72 e´s el segu¨ent:
22 26 28 30 33 34 35 37 38 39
40 42 43 44 45 48 50 51 53 54
55 56 60 61 62 63 64 65 69 75
79 81 83 89 92 94 95 101 119 131
1
Teorema 9.2. Quan X0(N) e´s una corba biel.l´ıptica i N 6≡ 0 (mod 4) i
(mod 9) determinem totes les involucions biel.l´ıptiques corresponents ( llis-
tades en el lema 3.4.1). En el cas N ≡ 0(mod 4) determinem totes les
involucions biel.l´ıptiques per a N =28,40,44,48,56,60 i 92.
Teorema 9.3. Les corbes modulars X1(N) i X(N) no so´n biel.l´ıptiques pels
N ≥ 132. A me´s, per a N ≤ 131 tampoc so´n biel.l´ıptiques pels segu¨ents
valors:
1Observem que utilitzant que les corbes X0(N) amb ge`nere me´s gran que 6 tenim
parametritzacions modulars definides sobre Q. Del treball de [25] sobre els quocients de
X0(N) per involucions d’Atkin-Lehner, la taula 20 de [42] i la conjectura de Manin obtenim
que si X0(N) biel.l´ıptica,excepte N = 81 podem definir una parametritzacio´ modular sobre
Q.
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52 57 58 66 67 68 70 73 74 76
77 78 80 82 84 85 86 87 88 90
91 93 96 97 98 99 100 102 103 104
105 106 107 108 109 110 111 112 113 114
115 116 117 118 120 121 122 123 124 125
126 127 128 129 130
Corol.lari 9.4. Pels N de l’anterior teorema obtenim que #Γ2(XΓ, L) <∞
per a tot cos de nombres L i Γ = Γ0(N), Γ1(N), Γ(N). Per a Γ = Γ0(N)
aquests N so´n els u´nics amb aquesta propietat.
Teorema 9.5. Sigui X0(N) amb ge`nere ≥ 2. Llavors X0(N) te´ un nombre
finit de punts quadra`tics sobre Q si i nome´s si N no apareix a la segu¨ent
famı´lia excepcional:
22 23 26 28 29
30 31 33 35 37
39 40 41 43 46
47 48 50 53 59
61 65 71 79 83
89 101 131
Acabem el treball amb la segu¨ent conjectura
Conjectura 9.6. Siguin a, b, c, d nombres enters complint ab − cd = 1, amb
a, c 6= 1 i b, d ≥ 2. Llavors la corba modular X0(abcd) e´s biel.l´ıptica pero` no
admet cap involucio´ biel.l´ıptica del tipus d’Atkin-Lehner.
Conjectura 9.7 (Catalan). Considerem la equacio´ diofantina ab−cd = ±1
on a, b, c i d so´n nombres enters amb a, c 6= 1 i b, d ≥ 2. Llavors els u´nics
valors que compleixen l’anterior equacio´ diofantina so´n a = 3, b = 2, c = 2 i
d = 3 o a = 2,b = 3,c = 3 i d = 2.
Lema 9.8. La conjectura 9.6 e´s equivalent a la conjectura de Catalan.
Demostracio´. Consequ¨e`ncia directa del teorema 9.1.
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Ape`ndix A
Un altre estudi per a X0(40) i
X0(48)
Pel lema 3.4.2, X0(40) i X0(48) so´n corbes biel.l´ıptiques que admeten alguna
involucio´ biel.l´ıptica del tipus d’Atkin-Lehner. Donem aqu´ı una manera de
determinar totes les seves involucions biel.l´ıptiques. De [30] obtenim
Lema A.1. X0(40), X0(48) i X0(37) so´n les u´niques corbes modulars dins de
la famı´lia Γ0(N) que so´n corbes hiperel.l´ıptiques amb involucio´ hiperel.l´ıptica
no del tipus d’Atkin-Lehner. Si denotem per υ la involucio´ hiperel.l´ıptica,
llavors υ =
( −10 1
−120 10
)
per a X0(40) i υ =
( −6 1
−48 6
)
per a X0(48).
Per tant, de les taules del lema 3.4.2 obtenim que 40, 48 so´n els u´nics
valors que admeten una involucio´ hiperel.l´ıptica i pels que no coneixem totes
les involucions biel.l´ıptiques.
Lema A.2. Sigui C una corba hiperel.l´ıptica amb involucio´ hiperel.l´ıptica υ
i sigui α una altra involucio´. Considerem la involucio´ β = υα. Si denotem
per g el ge`nere de C s’obte´ que si g ≡ 0(2) llavors β i α tenen dos punts fixos
cadascuna. Si g ≡ 1(2) llavors o be´ β te´ 4 punts fixos i α cap o viceversa.
Demostracio´. Denotem per nα, nβ el nombre de punts fixos de α i β res-
pectivament, els quals so´n parells per la fo´rmula de Hurwitz. Com que υ ∈
Z(Aut(C)), υ i α commuten i, per tant, actuen sobre el conjunt de punts
fixos de l’altra involucio´. Aix´ı, si tenen un punt fix comu´ tambe´ en tenen un
segon. Anomenem-los P i Q. Considerem el divisor
(P )− (Q)
com a divisor de C, C/α, C/υ. Com que C/υ te´ ge`nere 0 tenim (P )− (Q) =
div(f), d’on f ◦ α = ±f . El signe de f ha de ser positiu per tenir un zero
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d’ordre parell. Per tant, ens do´na una funcio´ de grau 1 a C/α que te´ ge`nere
superior a zero, cosa que no pot passar. D’aqu´ı dedu¨ım que υ i α no tenen
punts fixos comuns i, de manera ana`loga es veu per a υ i β i per a β i α. Com
que tots els punts fixos de la involucio´ hiperel.l´ıptica corresponen als punts
de Weierstrass, els punts fixos de α no so´n de Weierstrass. Si nα > 0 llavors
ge`nere(C/α) = [g/2] d’on, per Hurwitz, nα = 2, si g e´s parell, i nα = 4, si g
e´s senar, on g denota el ge`nere de C. Considerem el subgrup H =< α, υ >.
Aleshores
C → C/H = P1
te´ grau 4. En ser els punts fixos disjunts, obtenim de la fo´rmula de Hurwitz:
2g − 2 = 4(−2) + nυ + nα + nβ = −8 + 2g + 2 + nβ + nα
i, per tant, 4 = nα + nβ.
Corol.lari A.3. Totes les involucions biel.l´ıptiques de X0(40) so´n
w40, S2, w8S2w8, S2w8S2w8, w5S2w8S2
Demostracio´. Ara C = X0(40) i g = 3. Per tant, tota altra involucio´ tindra`
0 o 4 punts fixos. Les involucions amb 4 punts fixos so´n justament les in-
volucions biel.l´ıptiques. Com que la involucio´ hiperel.l´ıptica υ = w5w8S2w8S2
i com que w5 i w8 no so´n biel.l´ıptiques aleshores w8S2w8S2 i w5S2w8S2 so´n
involucions biel.l´ıptiques. Igualment, com que w40 e´s biel.l´ıptica, S2w8S2 no
te´ punts fixos i, per tant, no e´s biel.l´ıptica. La involucio´ S2 te´ alguna punta
fixa. Aix´ı, S2 e´s biel.l´ıptica i w5w8S2w8 no ho e´s. Un comprova que w8S2w8
te´ punts fixos a les puntes i, per tant, l’anterior involucio´ e´s biel.l´ıptica i
w5S2 no te´ cap punt fix i per tant no pot ser una involucio´ biel.l´ıptica. Uti-
litzant que coneixem la caracteritzacio´ del grup dels automorfismes (3.1.6, i
rectificacions) s’obte´ que totes les involucions de X0(40) so´n les estudiades
anteriorment.
Corol.lari A.4. Totes de les involucions biel.l´ıptiques de X0(48) so´n:
w48, S2w16S2w16, w3S2w16S2, S2, w16S2w16
w3S4, w3S
3
4 , w3w16S4w16, w3w16S
3
4w16
Demostracio´. Aquest cas es molt me´s complicat ja que 3.1.6 no esta` en suma
directa. Observem que S4w3 6= w3S4. Per tant cal fer un estudi del grup
Norm(Γ0(48)) semblant al que s’ha fet per Norm(Γ0(N)) amb υ(N) = 3.
Un prova en aquest cas que tot u ∈ Norm(Γ0(48)) s’escriu com:
wmβ
on β ∈ {w16, S4|S44 = w216 = (w16S4)3 = 1}. Tambe´ es veu que totes les
involucions so´n
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S2 w16 w16S2w16S2 S2w16S2 S
3
4w16S4
S4w16S
3
4 w16S2w16 w16S2w16S4 S4w16S2w16 w3
w48 w3S2 w3w16S2w16 w3S2w16S2 w3S
3
4
w3S4 = S
3
4w3 w3w16S4w16 w3w16S
3
4w16
w3S2w16S2w16 e´s la involucio´ hiperel.l´ıptica de X0(48). Apliquem el lema
A.2. Com que w16 i w3 no so´n biel.l´ıptiques aleshores w3S2w16S2 i w16S2w16S2
so´n involucions biel.l´ıptiques. Com que w48 e´s biel.l´ıptica S2w16S2 no ho e´s.
Observem que S2 i w16S2w16 deixen puntes fixes i, per tant, per ser el ge`nere
senar so´n involucions biel.l´ıptiques d’on w3w16S2w16 i S2w3 no ho so´n. Per a
S4w16S
3
4 observem que si τ e´s un punt fix de Y0(48) d’aquesta involucio´, es
te´ (
19 31
30 49
)
2τ = δ2τ (A.1)
δ ∈ Γ0(24, 2). Com que la matriu de l’esquerra de A.1 e´s de Γ0(6) llavors pi(τ)
e´s un punt el.l´ıptic de X0(6) on pi : X0(48)→ X0(6) e´s multiplicar per 2, com
que no te´ punts el.l´ıptics aix´ı no te´ cap punt fix, e´s a dir, S4w16S
3
4 no e´s una
involucio´ biel.l´ıptica. Exactament el mateix argument prova que la involucio´
S34w16S4 no e´s biel
.l´ıptica. Per a les involucions S4w16S2w16 i w16S2w16S4
l’argument e´s exactament el mateix que per a la involucio´ S4w16S
3
4 pero` pi :
X0(48)→ X0(6) e´s multiplicar en aquests casos per 4. Finalment, utilitzant
el lema A.2 obtenim que w3S4, w3S
3
4 , w3w16S4w16 i w3w16S
3
4w16 so´n biel-
l´ıptiques.
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Ape`ndix B
Un estudi per a la corba
modular X0(63)
Hem vist que una involucio´ biel.l´ıptica de X0(63) e´s w63. Anem a provar que
u´nicament te´ X0(63) dues involucions biel.l´ıptiques me´s.
Proposicio´ B.1 (Kenku-Momose,[21]). Denotem per v l’element excep-
cional de Aut(X0(63)) que compleix v
2 = w9 i vw7 = w7v. La representacio´
de Aut(X0(63)) en l’espai tangent de Jac(X0(63)) e´s la segu¨ent:
S3 =

0 0 0 −1 0
0 −1 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0
 ; v =

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0

w9 =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1
 ; w7 =

1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Llavors de Aut(X0(63)) ∼= S4 × Z/2 en resulta el segu¨ent lema:
Lema B.2. Totes les involucions de Aut(X0(63)), a excepcio´ de les tipus
d’Atkin-Lehner, so´n:
S23w9S3 S3w9S
2
3 S3w9S
2
3v w9S3w9S
2
3v
w9S3vS
2
3 w9S3vw9S
2
3 w9S
2
3vS3 w9S
2
3vw9S3
w7S
2
3w9S3 w7S3w9S
2
3 w7S3w9S
2
3v w7w9S3w9S
2
3v
w7w9S3vS
2
3 w7w9S3vw9S
2
3 w7w9S
2
3vS3 w7w9S
2
3vw9S3
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Recordem que si i e´s una involucio´ biel.l´ıptica, actua en l’espai de les
diferencials com a -1 llevat d’un espai 1-dimensional en el que hi actua com a
1. A me´s, l’anterior proposicio´ ens calcula l’accio´ de les involucions en l’espai
de les diferencials regulars. De tot aixo` es despre´n:
Corol.lari B.3. Les involucions de X0(63):
S23w9S3 S3w9S
2
3 S3w9S
2
3v w9S3w9S
2
3v
w9S3vS
2
3 w9S3vw9S
2
3 w9S
2
3vS3 w9S
2
3vw9S3
w7S3w9S
2
3v w7w9S3w9S
2
3v
w7w9S3vS
2
3 w7w9S3vw9S
2
3 w7w9S
2
3vS3 w7w9S
2
3vw9S3
no so´n biel.l´ıptiques.
Proposicio´ B.4. Les u´niques involucions biel.l´ıptiques de X0(63) so´n w63,
w7S
2
3w9S3 i w7S3w9S
2
3 .
Demostracio´. Nome´s cal veure que efectivament w7S
2
3w9S3 i w7S3w9S
2
3 so´n
biel.l´ıptiques. Aixo` e´s consequ¨e`ncia de que actuen com a -1 sobre un subespai
de codimensio´ 1 de l’espai de les diferencials. Aquest fet e´s caracter´ıstic de
les involucions biel.l´ıptiques.
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